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PREFACE DE LA DEUXIRME EDITION 


Depuis Vapparition de la premiére édition, les travaux 
sur les séries divergentes ont été si nombreux et si impor- 
tants qu'il était nécessaire de remanier et de compléter cet 
ouvrage. Je dois remercier de tout cour M. Bouligand 
@avoir bien voulu- m’apporter, pour cette tache, son 
inappréciable concours. Grace a lui, les lecteurs trouve- 
ront ici, non seulement les principes généraux de la 
théorie des séries divergentes, mais un exposé des travaux 
les plus récents et aussi des renseignements bibliogra- 
pliques qui leur permettront de s’orenter parmi_ les 
recherches nouvelles. Nous osons espérer que cette nou- 
velle édition sera ainsi parfaitement adaptée au but que 
visent tous les ouvrages de cette collection : mettre le 
plus directement possible les chercheurs au courant de 
Pétat actuel d’une branche de la science et les placer 
ainsi a pied d’ceuvre pour entreprendre avec profit de_ 
nouvelles recherches. 

Je liens a exprimer, en terminant, ma reconnaissance 
a la maison Gauthier-Villars, pour les soins qu’elle 
continue a apporter a cette Collection de monographies. 


Paris, 15 novembre 1927. 


Emile BOREL. 
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PREFACE DE LA PREMIERE EDITION 


L’accueil favorable que le public mathématique a bien voulu faire 
aux deux Ouvrages que j'ai déja publiés sur la Théorie des fonctions 
mest un précieux encouragement a continuer la tache que jai entre- 
prise. Comme je l’ai déja dit dans- une précédente Préface, mon 
intention est de faire paraitre une série de petits Livres qui soient, 
autant que possible, indépendants les uns des autres: pour pouvoir 
lire chacun d’eux, il suffit de connaitre les principes généraux de la 
Théorie des fonctions tels qu’ils se trouvent dans tous les cours 
d’Analyse. 

La théorie des séries divergentes a fait objet de mon enseignement 
a l’Ecole Normale en 1899-1900; mais ces Legons sont notablement 
plus étendues que mon Cours; le Chapitre V, notamment, renferme 
exposition de certains résultats nouveaux que j'ai obtenus depuis un 
an. 

M. Dauzats, agrégé-bibliothécaire a V’Ecole Normale, qui avait 
suivi mon cours, avait bien voulu moflrir de le rédiger. Par suite de 
diverses circonstances indépendantes de sa volonté, il n’a pu donner 
suile que partiellement a ce projet: la rédaction du Chapitre I lui est 
seule due. Je tiens a lui exprimer ici ma vive reconnaissance pour les 
soins qu'il a donnés a cette rédaction. . 

Etant donné Vintérét que me parait présenter le probléme des 
séries divergentes et vu les polémiques ardentes qu il a autrefois 
soulevées, j'ai cru devoir faire précéder d'une courte Introduction 
historique Vexposition des théories modernes. Cette Introduction se 
termine par quelques considérations générales sur les séries diver- 
gentes el par quelques indications sur le plan de ces Lecons. 
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SERIES DIVERGENTES 


INTRODUCTION. 


HISTORIQUE ET GENERALITES. 


Les séries divergentes avant Abel et Cauchy. 


1. On s’accorde généralement pour dater les débuts de l’Ana- 
lyse moderne des trayaux d’Abel et de Cauchy. Ce qui caractérise 
surtout ces deux géométres, c’est le souci de la parfaite rigueur 
des raisonnements. C’est la la réforme essentielle qu’ils ont intro- 
duite dans les Mathématiques, en proclamant hautement qu’un 
raisonnement non rigoureux, un raisonnement par induction ou 
par a peu prés, doit étre regardé comme inexistant. Ce principe 
une fois posé, il appartenait aux successeurs d’Abel et de Cauchy 
d’en tirer les conséquences et d’introduire peu a peu la rigueur 
parfaite des méthodes et des raisonnements propre au développe- 
ment mathématique de la seconde moitié du siécle dernier. 

La révolution ainsi accomplie était indispensable : On peut tou- 
tefois se demander si l’abandon des méthodes moins rigoureuses 
des géométres du xvin' siécle a été un bien, au point de vue de la 
facilité de la découverte mathématique : il a pu étre nécessaire de 
les abandonner momentanément pour permettre au principe de la 
rigueur compléte de s’établir sans contestation, mais, ce stade 
étant franchi, l’étude des méthodes anciennes peut avoir du bon, 
a condition de les employer seulement comme instrument de 
recherche, en se réservant de démontrer ensuite les résultats par 
les méthodes rigoureuses de |’Analyse moderne. 


BOREL ET BOULIGAND 


2. INTRODUCTION. 


La théorie des séries divergentes est l’une de celles auxquelles 
s'appliquent le mieux les généralités qui précédent; nous allons 
nous occuper de cette théorie et rechercher d’abord ot en était la 
question ayant les premiers travaux dW Abel et de Cauchy. 

Le procédé le plus commode pour cette recherche consiste a 
consulter le grand Traité de Calcul différentiel et intégral de 
Lacroix ('). On peu t considérer, en effet, que cet Ouvrage résume 
Analyse ancienne; en le comparant avec l Analyse algébrique 
de Cauchy (*), publiée seulement quelques années aprés, on 
mesure toute la distance qui sépare les Mathématiques du 
xvi? siécle des Mathématiques du xrx°. Peu de comparaisons 
sont plus instructives pour l’histoire de la Science. 

Voyons done ce que le grand Traité de Lacroix nous apprend 
au sujet des séries divergentes. Nous emprunterons aussi quel- 
ques renseignements bibliographiques au substantiel article de 
M. Pringsheim dans l’Encyclopédie Burkhard-Meyer (*). 

Il importe d’abord d’établir une distinction entre les séries 
purement numériques et les séries dont les termes sont fonctions 
dune variable. 


2. En ce qui concerne les séries divergentes numériques, il 
semble d’abord impossible de les utiliser directement pour un 
calcul précis. Il est cependant un cas dans lequel on a pu les uti- 
liser pour un calcul approximatif : c’est celui ot les termes de la 
série divergente, alternativement positifs et négatifs, commencent 
a décroitre jusqu’a un certain terme minimum, pour augmenter 
ensuite au dela de toute limite et ot l’on sait au préalable que 
Verreur commise en s’arrétant a un certain terme est inférieure au 
premier terme négligé. En calculant la somme de la série jusqu’au 
terme minimum, on aura un résultat approché, dont lapproxima- 
lion sera du méme ordre de grandeur que ce terme, et pourra par 
suite étre trés notable, si ce terme est suffisamment petit. 

Souvent méme, le terme minimum occupera un rang trés élevé 
et sera beaucoup plus petit que Vapproximation désirée. On cal- 


(*) S.-F. Lacrotx, Traité du Calcul différentiel et du Calcul integral, 
2° édition, 3 vol. in-4°, Paris, 1810, 1814 et 1819. 

(*?) Obuvres de Cauchy, 2° série, t. II. La premiére édition est de 1821, 

(°) Encyclopedie der mathematischen Wissenschaften, 1, A, 3, § 39, 40. 
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culera simplement alors les premiers termes, jusqu’a ce qu’on 
arrive 4 des termes pouvant étre regardés comme négligeables, et 
Yon prendra la somme ainsi trouvée comme valeur approchée de 
la série. 

L’exemple classique en Analyse de la série pour laquelle cette 
méthode réussit est la série de Stirling. Un exemple plus impor- 
tant est celui des séries que les astronomes emploient dans leurs 
calculs : ils les ont utilisées longtemps sans se douter qu’elles 
étaient divergentes et en calculant seulement les premiers termes. 
Depuis que H. Poincaré, dans un Mémoire célébre ('), a démontré 
leur divergence, on continue ales utiliser, les résultats obtenus 
confirmant les observations. Nous verrons dans le Chapitre I com- 
ment la théorie des séries asymptotiques de HH. Poimearé explique 
ce fait paradoxal. 

Mais il est des séries divergentes numériques dont les termes ne 
vont pas en décroissant, ou méme croissent constamment a partir 
du premier, en valeur absolue, et augmentant au dela de toute 
limite. Malgré cela, il y a lieu, dans certaines questions, de leur 
attribuer une somme conventionnelle (*). 

On peut citer a titre d’exemples les dewx séries suivantes, étu- 
diées dans le Traité de Lacroix: 


(1) f-—l--E— 2-1 i--..., 
(2) PD 2193 — 12.34 ao os 

La série (1), déja considérée par Jacques Bernoulli et Leibnitz, 
a donné lieu, depuis Euler jusqu’a Cauchy, a de nombreuses dis- 
cussions; aprés Cauchy, on l’a souvent citée comme exemple de 
Pemploi illégitime des séries divergentes. 

Euler considére la somme de la série (1) comme égale a -; 
et cette affirmation a pour lui la signification suivante : si par un 


calcul quelconque, on est conduit a la série (1), le résultat de ce 


é I 
calcul est certainement = 


(1) Acta Mathematica, t. XIV. 

(7) Notons avec C. Knopp (Theorie und anwendungen der unendlichen 
Reihen, Julius Springer, Berlin) que la notion de somme d’une série conver- 
gente, aw sens classique, est elle-méme empreinte d’wn caractére conventionnel : 
il n’est aucunement de nécessité logique d’appeler somme la limite (supposée 
existante) des quantités s,. 
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Ainsi présentée et prise a la lettre, la proposition d’Euler est 
certainement inexacte. L’objection suivante se présenta bientdét: 
Soient n ct m (n<m) deux entiers positifs. On a 
I— x” 


(3) Sai ar am BONNY SES GD 
~ — ain 


Sil’on fait 2 =1, on obtient 


= I 1 ol | | ries ee Re a 


La série d’Euler a donc pour somme une fraction positive infé- 
rieure a un, mais a cela prés quelconque. 

Lagrange (').montra que cette objection n’était pas essentielle ; 
Leibnitz avait rattaché le calcul de la série (1) au calcul des pro- 
babilités. La somme de la série (1) étant 1 ou 0 suivant que |’on 
prend un nombre impair ou pair de termes, elle est aussi souvent 
égale a 1 qu’a 0; donc sa valeur la plus probable est égale a la 
moyenne ~ Lagrange fait observer que, si lon veut appliquer la 
méme méthode a la série (3), on doit remarquer qu’elle n’est pas 


compléte, et que si l’on prend par exemple n= 3, m=), elle 
doit s’écrire 


ih OSs = 10) GB ANG) OY GPSS OE WON SD a on 


Dés lors, on voit que, si l’on prend la somme successivement de 1, 
2, 3, 4, 5 termes de la série, on constate que, sur 5 sommes con- 
sécutives, 3 sont égales a 1 et 2 ao. La valeur moyenne est done . 
ce qui est bien la vraie valeur de la fonction qui a donné naissance 
ala série (7). 
Cette argumentation un peu vague deyait étre transformée 
beaucoup plus tard par Frobenius (*), en une proposition précise 


(') Voir pour cette discussion, Lacroix, t. I, p. 160, et LAGRANGE, Rapport 
sur le Mémoire de Callet, dans le Tome III des Mémoires de la Classe des 
Sciences mathématiques et physiques de l'Institut. 

(?) La théorie des séries divergentes dans ses rapports avec le Calcul des pro- 
babilités aéte étudic¢e Lout récemment par M, Paul Lévy dans un Mémoire du Bul- 
letin de la Société mathématique de France, t. 54, 1926, p. 1-25 ( Sur les con- 
ditions d’application et sur la régularité des procedés de sommation des 
séries divergentes ). 

(*) Journal de Crelle, t. 89, 1880, p, 262. 


eau Fy: oa : , 
aN . = : : ¢ 
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et générale. Si l’on pose 


n 
) Aj a Sny 
0 


ona 


8 


; So S41 = Sesh. tS 
lim Oe =e Vi ae ee ee 
Cot n=0 Lf Ta iat | 
0 


toutes les fois que la limite du second membre existe. 

Si dans cet énoncé, la série La, est supposée convergente, les 
sommes s, tendent vers une limite. Done la moyenne des 
sommes écrite au second membre a aussi une limite et cette 
limite est la méme ('). D’autre part, dire que La, est conver- 
gente équivaut a dire que la série entiére La,x” converge 
pour z=1. Le rayon de convergence de cette série est donc 71. 
Sil surpasse Punité, Pégalité précédente traduit la continuité de 
la série entiére a linteniel de son intervalle de convergence; si 
le rayon de convergence est l’unité, la méme égalité traduit le 
second théoréme d’Abel, d’aprés lequel si x tend vers 1 par valeurs 
réelles, la fonction représentée par la série entiére tend vers la 
somme de la série convergente Yap. 

En résumé, le théoréme de Frobenius apparait donc comme une 
extension du théoréme d’Abel, extension qui s’opére en conservant 
littéralement l’énoncé de ce dernier, a la seule condition d’adopter 
une nouvelle définition de la locution : somme d’une série. Pour 
Pobtenir, on substitue a la limite de s, celle de la moyenne arith- 


métique (*) 
Spee Sete een 


(') Ce théoréme est essentiel. On peut le démontrer en écrivant 


(asco cae Sy ae (Ga acoar 65) 
DN 


B 


et faisant croitre simultanément p etn de maniére que le rapport ~ tende vers . 


zéro. Le résultat annoncé deyient dés lors évident. 
(7) Un calcul immédiat donne 
Si = (a SE 1) Spa nN On 49 


a,= $,— Sn p= (nm +1) a an ey (n > 1) Oo, 9: 


ad limite, le rapport “ tend vers zéro. I 
On en conclut que si o, possede une limite, le rapport a tend vers zero. Il en 
: 7 
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Moyennant cette nouvelle définition, la série d’Euler a effective- 


T 
ment une somme dont la valeur est a 


3. Mais revenons a l’affirmation d’Euler. A cété de l objection 
que nous yenons de formuler, on a pu en présenter bien d’autres, 
et former d’une maniére générale des séries, dont les termes sont 
fonctions de 2%, séries qui sont convergentes pour |w| <1, et qui 
jouissent en outre des propriétés suivantes : d’une part, pour2=1, 
elles se réduisent a la série d’Euler; d’autre part, lorsque x tend 
vers 1 par valeurs réelles moindres. que 1, la. fonction. représentée 
par la série initiale tend. vers un nombre absolument quelconque, 
ou méme ne tend vers aucune limite. Nous ne pensons. pas, pour 
cela, quil faille en conclure, avec M. Pringsheim, que l’affirma- 
tion d’Euler est dépourvue de toute valeur. I] vaut mieux l’inter- 
préter de la maniére suivante : si, dans un calcul, on est conduit a 


va £ ' af s 
la série (1), om peut en général la remplacer par -; le résultat est 
3) 


exact toutes les fois qu’il s’agit de calculs se présentant naturelle- 
ment, au cours d’une recherche objective, et non d’expressions 
construites artificiellement avec le souci de mettre justement la 


régle d’Euler en défaut (?). 


résulte que si la limite dec, existe, sans que s,, admette une limite, le rayon de 
convergence de la série entiére Za,z" est Vunité. La méthode de la moyenne 
arithmétique est donc susceptible de faire connaitre la valeur de la fonction aux. 
extrémités de Vintervalle de convergence, mais elle reste inopérante en dehors de 
celui-ci. 

(?) Ilimporte de remarquer que cette régle peut subsister pour des séries pré- 
sentant des lacunes (qu’il y a lieu de compléter par des termes nuls): par exemple 
considérons la série 


8) Sa RG 98 IO OE Soe 


lorsque x tend vers 1 par valeurs réelles, la limite de s(a) est *. 

Il est facile de comprendre que cela résulte de la régularité offerte ici par la 
Joi des termes manquants, Pour préciser cette idée, appelons 9(7) une fonction 
croissante de n, dont la valeur soit un entier pour n entier (tel un polynome 
en na coefficients entiers et positifs), et considérons la fonction F(a) définie 
par la série 


E(2) =1— eit) 4. g9(2)__ apo(s) i ACD rw ei (—x)" ema... 


gul, pour @=1, se réduit a la série d’Euler, mais dans laquelle nous devons ici 


yf * 
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Cet énoncé n’a évidemment qu’une valeur statistique. Mais on 
peut transformer la régle d’Kuler en un théoréme, parfaitement 
rigoureux, si l’on admet les prémisses suivantes : 


1° {fl existe une classe de séries, plus étendue que celle des 
séries classiquement dénommées convergentes, telle qu’a chaque - 
série de cette classe, corresponde une somme; 

2° La série d’Euler appartient a cette classe; 

3° Soit S la somme d’une série Ya, de la classe. La série LAay 


tenir compte des lacunes. Supposons, pour fixer les idées, que cette série, com- 
plétée par des zéros, admette une somme, au sens défini par le processus de la 
moyenne arithmétique o,, précédemment cité : nous verrons d’ailleurs plus loin 
que cette hypothése est parfattement plausible. D’aprés le théoréme de Frobenius, 
cette somme sera aussi la limite vers laquelle tend F(z) quand a tend vers 1, 
soit f(1). La regle d’Kuler sera vraie si l’on a bien F (1) = “. Or, en formant les 


€ 


sommes consécutives, on en trouve successivement 


y(t) qui sont égales a 1, 


» Le 

9(4)—9(3) p 0, 

%(2n—1) — 9(2n— 2) » v. 
9 (27) —o(2n —1) » 0. 


Pour que la régle d’Euler soit valable, il faudra donc qu’on ait 


ye Os VO) lh) Ae pian 1) 


n>~x 9 (272) 2 


: a : I é ; 
Si cette condition est rempli , Foon) tendra vers 5? mais, par hypothese, ga 


une limite ‘pour p infini, donc cette limite sera nécessairement oe La condition 


ci-dessus est donc suffisante. Or, en posant 
P= 40), 9(r)— ¢o(n—1) = $(n), 
cette condition s’écrit 


re ee) (Ot OO 
n>o Y(t) +U(2) + 4(3) +U(4) £U(5) +... + ¢(2n—N +n) 2 


ou 


” 


lim COAG) + ¥(3)+...4 $en—t 
n>o W(2)+0(4)+(6) +... 0 (27) 


Or, on vérifie immédiatement que cette derniére relation a lieu notamment 
dans le cas (déja cité) o& 9(n) est un polynome a coefficients entiers et posi- 
tifs, cas oll cg, a certainement une limite, vu que le rapport de o(m—1) a 9(n) 
tend vers 1. Dans ce cas (qui englobe Vexemple indiqué), la régle d’Euler est 
donc exacte. 
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(ou A désigne un facteur qguelconque indépendant de 7) appartient 
elle-méme a la classe et a pour somme AS; 

4° Sila série aj+ a;+.:.+ dG, +... admet une somme.5, la 
série a, +...+a,+... admet elle-méme une somme égale 
Qe igs 

Ces hypothéses entrainent la possibilité d’écrire légitimement 

S=1—1+1—1+4...=1—(t—1+1—...)=1--S, 

d’ou 


SiS 


2. 


Finalement, les calculs au cours desquels il est permis d’appliquer 
la régle d’Euler sont done ceux ot, d’une maniére implicite, on 
considére les hypothéses ci-dessus comme vérifiées. 


4, °Mais nous nous sommes assez étendus sur la série (1). Disons 
quelques mots de la série E 


I—1.2-+1.2.3—1.2.3.4 +1.2.3.4.0 —..-- 


Il ne peut étre question d’utiliser une moyenne de sommes succes- 
sives; on n’obtiendrait pas de valeur limite; on ne peut non plus, 
comme il pourrait étre suggéré par ce qui précéde, introduire une 
variable x et chercher la limite de la série 


(eo) . $1.27 1.2.322—1.9.3. 428+. .., 


lorsqu’on fait 2 =1. Cette série (2') est en effet divergente pour 
toute valeur de x. 

Lacroix obtient la somme de la série (2) par une transformation 
assez compliquée (t. ILI, p. 347); le résultat ainsi obtenu coincide 
dailleurs avec la valeur d’une intégrale qui donne naissance a la 
série (2’) et dont nous parlerons plus loin (n° 24). 


5. Sans qu’il soit nécessaire d’insister, on voit que, malgré des 
hésitations et des scrupules qui devaient mettre en garde ‘contre 
les erreurs grossiéres, les géométres du temps de Lacroix avaient 
assez bonnes raisons expérimentales dayoir confiance dans les 
séries divergentes, méme numériques. 

A plus forte raison, employaient-ils sans le moindre scrupule 
les séries divergentes dont les termes sont fonctions d’une variable. 
Considérant simplement au point de vue formel les calculs exé- 
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cutés sur ces séries, ils étaient amenés a constater que les résul- 
tats de ces calculs exprimaient des conclusions le plus souvent 
exactes ('). Nous verrons plus loin comment de tels résultats sont 
aisément explicables. 


(1) Le passage suivant du Traité de Lacroix (t. I, p. 4) montre nettement le 
point de vue auquel il se plagait : 

« Il est a propos de faire attention au mot développement que l’on emploie ici 
au lieu de celui de valeur, car une série ne donne pas toujours la valeur de la 
fonction a laquelle elle appartient. Quelquefois méme, au lieu d’en approcher 
dayantage, a mesure qu’on prend plus de termes, elle s’en éloigne sans cesse, 


ainsi qu’on peut le remarquer sur la fonction développée suivant les puis- 
: a—xX 


sances de x. La série 


qui en résulte ne donne des résultats convergents vers la vraie valeur que dans 
le cas ~<a; ce nest donc que dans ce cas qu'il est permis d’employer par 
approximation cette vraie valeur, mais cependant l’expression 
Dip GC Le 
Ie Se 
a it as 
considérée en faisant abstraction du dernier terme, c’est-da-dire comme contenant 
toujours des termes de méme forme, quelque loin qu’on la prolonge, est telle- 


ment liée avec la fonction aug due si une question nous conduisait a la série 


nous serions en droit den conclure que la fonction cherchée n’est autre 


> 


que ; ou si nous découvrions quelque propriété relative 4 une suite 


a—zx 
x 


’ termes tels quer + aot qe terry nous pourrions affirmer qu’elle appartient a 


la fonction cane Pour sentir la vérité de cette assertion, il suffit d’observer 


que le développement régulier d’une fonction, considéré dans toute son étendue, 
vérifie l’équation qui caractérise cette fonction. Dans l’exemple que j’ai choisi, si 


p Pe soe naa lw V6 : 
on fait P =y, on en conclu équation 
£ 
a—(a—2“)y.=0, 


et si l'on substitue, au lieu de la fonction y, son développement 


on verra que, quelque loin qu’on pousse le calcul, les termes se détruiront tou- 
jours. On concoit qu’il en serait de méme dans tout autre exemple, et d’ailleurs 


il s’en présentera un grand nombre dans la suite de ce Traité. » 


On yerra quil y a peu de chose & ajouter aux idées de Lacroix pour obtenir la 
base d’une théorie rigoureuse des séries divergentes. 
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En somme, on peut résumer l'état de la Science a l’époque de 
Lacroix en disant qu’on ayait, dans les séries divergentes, une 
confiance justifiée par les faits, mais cependant rendue prudente 
par les difficultés que nous avons signalées au n° 2. 


Les travaux de Cauchy. 


6. Aussi, n’est-ce pas sans hésitation qu’Abel et Cauchy frap- 
pérent d’ostracisme les séries divergentes, Quelques citations 
montreront bien quels furent leurs scrupules. Abel écrit a 
Holmboé, le 16 janvier 1826 ('): « Les séries divergentes sont, 
en général, quelque chose de bien fatal, et c’est une honte qu’on 
ose y fonder aucune démonstration..., la partie la plus essentielle 
des Mathématiques est sans fondement. Pour la plus grande 
partie, les résultats sont justes, tl est vrai, mats c’est la une 
chose bien étrange. Je m’occupe a en chercher la raison, pro- 
bléme trés intéressant. » 

D’autre part, dans la Préface de son Analyse algébrique, dés 
1821, Cauchy écrit: « Jai été forcé d’admettre diverses proposi- 
tions qui paraitront peut-étre un peu dures ; par exemple, qu'une 
série divergente n’a pas desomme.... » 

On voit combien sont grands les.scrupules de Cauchy; aussi ne 
doit-on pas s’étonner qu’il se soit posé, lui aussi, le probléme 
énoncé par Abel dans le passage que nous avons cité, et ait 
recherché comment l’emploi des séries divergentes peut conduire, 
dune maniére presque constante, a des résultats exacts, tout en 
n’étant pas théoriquement légitime (du moins, dans le champ des 
définitions usuelles). Une mort prématurée n’a malheureusement 
pas permis a Abel de s’occuper de cette question, comme il en 
annonce l’intention, aussi avons-nous di mettre le seul nom de 
Cauchy en téte de ce paragraphe. 

Les travaux de Cauchy sur les séries divergentes sont d’impor- 
tance trés inégale; le court Mémoire sur la série de Stirling (?) se 
distngue nettement des autres par la clarté et la beauté de ses 


") Okuvres completes d’ Abel, édition Sylow-Lie, t. II, p. 256-257. 


(*) 
(*) Comptes rendus, t. XVIII, p. 370; OLuvres de Cauchy, 1 série, t, VIII, 
p. 18. 
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résultats; mous éludierons en détail ce Mémoire au début du Cha- 
pitre I. Gontentons-nous de dire ici que Cauchy y justifie, pour la 
série de Stirling, le procédé de calcul approximatif dont nous 
avons parlé tout .4 Vheure (n° 2), pour les séries dont les termes 
décroissent d’abord beaucoup pour croitre ensuite au dela de toute 
limite. 

La théorie de Cauchy ne s’applique d’ailleurs pas a la seule 
série de Surling, mais encore, fait-il observer, 4 une classe fort 
générale de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 
la variable. Mais cette partie du Mémoire de Cauchy, étant restée 
sans application, est tombée dans l’oubli et la série de Stirling a 
été le seul exemple classique de série asymptotique, jusqu’au 
jour ot! H. Poincaré a fait une théorie générale de cette classe de 
séries (voir Chap. 1). 


7. Parmi les autres recherches de Cauchy sur les séries diver- 
gentes, on doit citer sa théorie des séries syntagmatiques, qui 
sont des séries ordonnées suivant les puissances de plusieurs 
variables et qui sont convergentes ou divergentes, suivant la 
maniére dont on arrange leurs termes ('). Signalons Il’analogie 
certaine, quoique assez éloignée, de ces recherches de Cauchy 
avec les travaux plus récents de M. Mittag-Leffler dont il sera 
question au Chapitre V. Nous devons d’ailleurs nous empresser de 
dire que les Mémoires de Cauchy, faute d’applications simples, 
étaient tombés dans l’oubli, et que M. Mittag-Leffler n’en avait 
nulle connaissance lorsqu’il a fait sa belle découverte. 

Le fait essentiel qui se dégage de cette revue rapide des travaux 


(‘) IL est bien facile de comprendre dés maintenant comment ce point de yue 
consistant a rechercher un arrangement, ou plus généralement une ltransforma- 
tion opportune des termes se rattache a ce qui précéde. Soit S,(z) la somme 
des mn premiers termes d’une série entiére. En posant 


Shoe Spe) te) 

¢, (2) = 
n-+1 

on obtient Ja somme des n +1 premiers termes d’une série, ayanl pour terme 
général un polynome. En substituant a la série entiére cette série de polynomes 
(quien résulte par transformation des termes), il se peut que cette deuxiéme 
série converge en certains points du cercle de convergence ou la premiere était 
indéterminée. 
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de Cauchy sur les séries divergentes, c’est que le grand géometre 
n’a jamais perdu de vue cette question et a cherché constamment 
a atténuer cette proposition «un peu dure », suivant ses propres 
termes, qu'une série divergente na pas de somme. Les succes- 
seurs immédiats de Cauchy, au contraire, ont accepté cette pro- 
position sans atténuation ni restriction. Ils conservérent seulement 
le souvenir de la théorie relative a la série de Stirling; mais la 
possibilité d’utiliser praliquement cette série divergente apparais- 
sait comme une curiosité tout a fait isolée, et sans importance au 
point de vue des idées générales qu’on pouvait chercher a se faire 
sur Analyse. 


Les séries divergentes depuis Cauchy. 


8. On cessa donc, aprés la mort de Cauchy (1857), de se 
préoccuper des séries divergentes; c’est seulement plus de 
vingt ans apres que parait, en connexion avec cette question, un 
Mémoire de Laguerre sur l’intégrale (') 


[ ex dx 
he; 


ee Oe 


Mais ce Mémoire, dont nous reparlerons au début du Chapitre II, 
ne renferme qu'un fait isolé et ne paraissant pas pouvoir seryir de 
base a une théorie générale. Cependant, quelques années plus 
tard, Stieltjes généralisa le résultat de Laguerre et créa la belle 
théorie que nous exposerons au Chapitre II. 

Mais c’est a 1886 que remontent les premiéres recherches a la fois 
générales et rigoureuses sur des séries divergentes. A cette époque 
parurent simultanément deux Mémoires, l’un de Stieltjes (7), 
autre de H. Poincaré (*) sur les séries que le premier appelait 
semt-convergentes et le second asymptotiques. C’est ce dernier 
terme qui a prévalu. La théorie de H. Poincaré a d’ailleurs, 


(') Okuvres de Laguerre, t. 1, p. 428; Bull. de la Soc. math. de France, 
ies Malle 


(7) StieLtu1Es, Recherches sur quelques séries semi-convergentes (Ann. Ec. 
Norm., 1886). 
(*) PoINCARE, Acta Wathem., t. VIII. 
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comme on le verra au Chapitre I, une portée bien plus haute 
que celle de Stieltjes. 

Ce qui caractérise la théorie de H. Poincaré et lui donne sa 
grande importance, c’est qu'elle est basée essentiellement sur la 
possibilité d’appliquer aux séries asymptoliques, moyennant cer- 
taines conditions précises, les rég'es du calcul algébrique et du 
calcul intégral. Les opérations ainsi effectuées correspondent 
exaclement aux opérations analogues effectuées sur les fonctions 
que l’on fait correspondre aux séries. C'est la le fait essentiel qui 
est le fondement de la théorie de H. Poincaré et qui doit étre 
mutatis mutandis le fondement de toute théorie des séries diver- 
gentes qui aspire a étre susceptble d’applications. 

On trouvera dans les Chapitres IIT, 1V et V Vexposé de travaux 
plus récents sur les séries divergentes, travaux auxquels M. Emile 
Borel a pris une part importante. Les principes fondamentaux qui 
Vont guidé, principes qui dérivent des remarques présentées a 
propos de la théorie de H. Poincaré, sont ceux qui, aujourd’ hui 
encore, continuent a dominer la théorie générale des séries diver- 
genles. 


9. Le probléme fondamental est le suivant : Faire correspondre 
a chaque série divergente numérique d'une classe aussi large que 
possible, un nombre tel que la substituuion de ce nombre a la 
série, dans les calculs usuels ot elle peut se présenter, donne des 
résultats exacts, ou du moins presque toujours exacts. Ce pro- 
bléme en appelle d’autres et notamment les suivants : 


1° Fixer avec précision la classe des séries que l’on considérera; 
2° Enumérer les opérations qu’il est permis d’effectuer sur ces 
séries, en utilisant leur somme conyentionnelle. 


La question étant posée sous cette forme, on concoit aisément 
quelle puisse admettre différentes solutions, ou, si l’on préfére, 
qu il existe différents procédés de sommation, c’est-a-dire diverses 
maniéres de définir la somme conventionnelle. Suivant le procédé 
de sommation que l’on a choist, la classe des séries auxquelles il 
s’applique se trouve délimitée de telle ou telle maniére, en méme 
temps que telles ou telles opérations simples sont admises. 

Kn fait, nous verrons que l’on a proposé des procédés de som- 
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mation extrémement variés. Notons d’abord leurs caractéres 
communs : / 

1° Chacun de ces procédés satisfait a la condition dé perma- 
nence, qu’on peut formuler ainsi : la classe des séries auxquelles 
applique la méthode de sommation considérée comprend et 
dépasse la classe des séries convergentes; en outre la somme que 
cette méthode assigne a une telle série est égale 4 sa somme, au 
sens ordinaire. Cette condition bien naturelle et déja signalée par 
M. Emile Borel a été systématiquement introduite par le géométre 
anglais G. Hardy ('), sous le nom de « consistency-condition ». 
Nous préférons employer ici la dénomination condition de per- 
manence, due a M. Conrad Knopp (?). 

2° Nous demanderons encore 4 la série de terme généralau,+be, 
d’étre sommable par la méthode en question, a partir du moment 
oti les séries de termes généraux uw, et vp, sont elles-mémes som- 
mables par cette méthode, la somme de au,+ be, devant 
égaler aU + OV, si U et V sont les sommes des séries Uy et Pp, et 
la propriété devant avoir lieu quelles que soient les constantes a 
et b. C'est ce que nous appellerons la condition de distributivité. 


Tous les procédés de sommation satisfont a la fois a la condition 
de permanence et a la condition de distributivité. Il y a leu de 
considérer dans cette théorie d’autres conditions de forme simple, 
mais qui pourront étre ou non satisfaites suivant le procédé de 
sommation employé. De leur validité dépendra la souplesse plus 
ou moins grande de la méthode, qui se prétera a des transforma- 
tions de calcul plus ou moins larges. Voici un exemple d’une con- 
dition de ce genre > 

Si la série 


Ug Uy + Ug... +Unt... 


est sommable et admet U pour somme, la série 


Wb, + Uet... bk Unt... 


) r 
Pest également et a pour somme U — up. 


(1) On differentiation and integration of divergent series (Trans. Cambor. 
Phil. Soc., 1903, p. 297-321). 

(?) Ueber das Eulersche Summierungsverfahren (Math. Zeitschr., 1922, 
p» 226-253), 


rn ees 
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C’est ce que nous appellerons la condition de semi-associati- 
pité : lorsquelle est remplie ('), il est manifeste que la série 
obtenue, en supprimant les x premiers termes d’une série som- 
mable, est également sommable et que sa somme s’obtient en 
retranchant de la somme de la série initiale celle de ces n termes. 

La valeur pratique d’un procédé de sommation dépend encore 
de la facilité avee laquelle il fournira des régles relatives a la mul- 
tiplication des séries. Notons qu’étant donnée une classe de séries, 
sommables par un procédé particulier, on doit en général formuler 
des conditions restrictives pour que la série produit formel,. déduite 
de deux séries de cette classe par la régle de Cauchy, appartienne 
ala méme classe et soit, A ce titre, sommable par le procédé con- 
sidéré : pour comprendre la nécessité de telles restrictions, il suffit 
de rappeler que le produit formel de deux séries simplement con- 
vergentes (c’est-a-dire dont la convergence n’est pas absolue) n’est 
pas en général une série convergente. Si l'on suppose que chacun 
des facteurs converge absolument, on est assuré que le produit 
formel présente ce méme caractére et a pour somme le produit des 
sommes des deux séries. 

Enfin, la valeur pratique d’un procédé de sommation dépendra 
du résultat qu'il donne, lorsqu’on Papplique au développement 
taylorien d’une fonction analytique hors de son cercle de conyer- 
gence et notamment a la série 


Dat tag 


dont la somme devra étre égale a (1 — w)—'. Sil en est bien ainsi, 
dans des conditions trés larges, le procédé pourra s’appliquer au 
prolongement analytique d’une fonction quelconque, en raison du 
role dévyolu a la fonction particuliére précédente (od uz =z) 
dans Vintégrale de Cauchy. 


10. Complétons les généralités précédentes par quelques 
remarques. La condition de distributivité, applicable 4 un nombre 
fini quelconque de séries sommables d’une certaine classe, ne l’est 
plus pour une suite infinie de sérics : méme dans la classe des 


(1) Par exemple, c’est ce que nous avons supposé dans l’énoncé final du n° 3 
relatif a la validité de larégle d’Euler. 
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séries convergentes, il faudrait alors énoncer, en yue de formuler 
un résultat positif, des restrictions conyenables. Pareillement nous 
avons mentionné la condition de semi-associativité, satisfaite par 
certains procédés de sommation. Il est clair que le remplacement 
de termes consécutifs par leur somme ne saurait étre admis si cette 
opération est répétée une infinité de fois : nous l’avons vu a propos 
de la série d’Euler lorsqu’elle offre des termes manquants, chacun 
de ces groupes de termes étant remplacé par sa somme effectuée, 
cest a-dire par zéro; cela modifie la somme de la série. On ne 
saurait dayantage changer l’ordre des termes, puisque cela n’est 
déja pas légitime pour les séries non absolument convergentes et 
modifie leur somme ('). Ici, plus que jamais, apparait donc la 
nécessité de considérer, dans une série, le rang de chaque terme 
comme faisant parle intégrante de ce terme. 


L1. Laissant maintenant de cété les séries diyergentes numé- 
riques, passons aux sérics dont les termes sont fonctions d’une 
variable. La théorie des séries de fonctions tantot convergentes, 
tantot divergentes, suivant la valeur de la variable, se rattache a la 
théorie déja citée du prolongement analytique; nous en parlerons 
dans le Chapitre [V. Nous nous attacherons ici de préférence aux 
séries de fonctions toujours divergentes. 

Ce probléme est naturellement une application de étude des 
séries divergentes numériques, mais il y a lieu de tenter l'étude de 
la fonction définie par la série sans passer par lintermédiaire de 
ses valeurs numériques : c’est pourquoi nous distinguons ce nou- 
veau probléme. Le cas particulier le plus important est celui des 
séries de puissances toujours divergentes, parce que l’exercice des 
opérations usuelles sur des séries de puissances donne de nou- 
velles séries de puissances. Ces séries se présentent comme inté- 
erales vérifiant formellement certaines équations différenticlles et 


(‘) On peut, pour ces séries, donner une condition suffisante pour que le chan- 
gement de l’ordre des termes n’altére pas la somme. Soit 6, Ventier exprimant 
le déplacement du terme de rang 7 de la série, c’est-a-dire la différence entre les 
rangs dans la série primitive et dans la série modifiée. La condition est que, quel 
que soit p, on ait 

aN Oy. eG) ou lim 6, u 


ep 
n=n n=~ 


n rp =O 


(Boren, Bulletin des Sciences mathématiques, 1890). 
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7 
il est indiqué de chercher a déterminer, au moyen de ces séries, 
les fonctions intégrales. Nous aurons 4 nous occuper de cette ques- 
tion dés les deux premiers Chapitres de ces Lecons. Nous mon- 
trerons au Chapitre I les services que peut rendre un développe- 
ment du type 


(1) Co-+ a a gee 
vérifiant formellement une équation’ différentielle linéaire pour 
Pétude asymptotique des intégrales de cette équation. A cété de 
ce genre de considérations, introduites par H. Poincaré, nous 
exposerons, au Chapitre II, une véritable théorie de la sommation 
de développements de la forme (1), due a Stieltjes. Pour étudier 
les conditions dans lesquelles on peut attribuer une somme a un 
développement de la forme (1), il importe de restreindre (au moins 
au début des recherches) la généralité en étudiant par exemple le 
cas particulier oti les coefficients c, sont tous positifs, ou encore 
le cas équivalent (qui s’en déduit par le changement de signe de z) 
ou les c, sont alternativement positifs et négatifs. On doit alors 
chercher sinon a prévoir la forme générale des fonctions analy- 
tiques admettant un tel développement, du moins a distinguer 
parmi elles certaines classes privilégiées. C’est justement ce qu’a 
fait Stieltjes en considérant les fonctions représentées par une 


(o) if \ 
Ki) = a 
0 pan tae 


ou f(w) désigne une fonction croissante quelconque ('); ces fonc- 


intégrale 


tions admettent pour coupure la portion négative de Vaxe réel, 
ou tout au moins. possédent sur cet axe un ensemble singulier 
ayant le point a Vinfini pour point limite. Pour que le développe- 
ment (1) représente une telle fonction, il faut particulariser la 
suite des c,. Un sens précis s’attache alors 4 la locution somme 
de la série, de maniére que, si une série de Stieltjes vérifie 
formellement une équation différentielle algébrique 


Flz,y, V's OK ee a 


(1) Cette notation est celle de l’intégrale de Stieljes; nous reviendrons sur sa 
signification au n° 29 [voir la note (‘) ]. 
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sa somme définie par l’intégrale précédente est une solution de 
cette équation. / 

On est done conduit a se demander dans quels eas on peut faire 
correspondre a un développement (1) une fonction f(z) telle que, 
si ce développement vérifie formellement une équation différen- 
ticlle algébrique, la fonction f(z) correspondante en soit une 
intégrale. Nous connaissons jusqu’a présent deux cas ou il en est 
bien ainsi: celui ot le développement (1) converge (une intégrale 
est alors sa somme, au sens classique) et le cas découvert par 
Stieltjes. Nous apprendrons au Chapitre III, avec M. Borel, a 
distinguer une infinité de cas analogues, dont ensemble embrasse 
les précédents. Par la, prendra un sens bien précis le probléme de 
la sommation des séries de Taylor 4 rayon de convergence nul. 
Enfin, au Chapitre VI, nous dirons quelques mots de la théorie des 
fonctions quasi-analytiques de variable réelle, récemment édifiée 
par MM. Denjoy et Carleman, et des nouveaux aspects sous les- 
quels elle permet d’envisager la sommation des développements de 
Taylor divergents. Cette théorie tire d’ailleurs son origine d’idées 
de M. Borel, qui seront exposées au Chapitre V, et dont une étude 
plus compléte a été présentée par lui dans ses belles Lecons sur 
les fonctions monogénes d'une variable compleze. 


CHAPITRE I. 


LES SERIES ASYMPTOTIQUES. 


Cauchy et la série de Stirling. 


12. Nous avons mentionné les premiéres recherches sur les 
séries asymptotiques, dues a Cauchy (') et relatives principalement 
a la série de Stirling; cette série, la premiére série divergente 
employée pratiquement, sert a calculer la fonction eulérienne 


I'(z) = LIN Caer, 
0 


quand z est trés grand, En intégrant par parties, on obtient 
T(z-+1) = 2T(z), 
d’ot l’on déduit, pour les valeurs entiéres de n 
? P ’ 
T(n+1)=n! 


Lorsque n est grand, le calcul de n! est pénible, et cependant il 
importe, notamment dans diverses questions de probabilités, d’en 
connaitre une valeur approchée. 

Nous partirons de la formule suivante, qu’on démontre dans les 
cours d’ Analyse (vozr par exemple Jornan, 2° édition, t. IT, p. 180): 


logl'(z) = (< =_ logs — 24+ = logan + o(5) 


is I Linea Nh Ree 
w(s) = ieee eS e@ eee 
0 a . x 2 x 


(1) Caucuy, Comptes rendus, t. XVII, 28 aott 1843, p. 370. — QLugres, 
meeuserie, bt. VIL aps: 1c; 


avec 
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Le calcul de ['(z) se raméne done a celui de w(z): nous suppo- 
serons 3 réel et positif, ce cas étant seul intéressant dans les appli- 


cations. 
L’intégrale prise a partir de zéro a un sens. On a en effet 


I I I I 
- =-+-+Az+B2z7+..., 
I— e-# 4b He hs a? ta ) x 2 
GBA 5) => —— — +... 
2! 3 4} j 
done 
/ I I 1\ dz 
eee ) da 
[=e L 25} Mie 


et Von voit que le coefficient de da est fint pour «=o. [len 
résulte immédiatement que w(z) tend vers zéro si z croit indéfi- 
niment: il est donc naturel de développer cette fonction suivant 


. I 
les puissances de -- Ona 


“«& 


oo wo 
I { I ib haga 1 ee Shia = I Z ix I 
— =- — te CO ie 
T—ie% We: 2 2 I — e+ 2G Dies Bee mh 2. 2. & 
Cate 
En se servant de la formule 
“2 
I 23 
z cotmZ —=— = > 
zB Z2— n? 
n= 
pour 
wx 
Li = hh ) 
an 
on obtient 
fo.) 


I I I > & 
= D 
I—e-” ue 2 x? + hn? Tr 


1 


el par suite, en exécutant un calcul purement formel (') : 


I x x 
=2 5 sap — Ate Ae 
4n? x2 (4 21?) (4n?x?)3 


1 ‘nNier 5 ses, = 
(*) Le dernier développement nest valable que pour | v|<2nz, alors que 
nous nous disposons a intégrer dans un interyalle infini. 


Rn 


2) . : : 
ig a l y fees 
2» (4n272)P 22-12? hed 2? 
4 A 


apt. 
ae 


ee eee car pour Oh coe en série cots, il suffit fe - 
r lun par Vautre les développements de cosz et sinz, qui 


ynt tous deux a coefficients rationnels. 
Nous aurons alors. 


at integrale @(z) peur Ss! éerire formellement 


es ; - ; B ; 
n(e)= f- (= St os Ziti... jenatda 


Nous aurons donc a calculer des intégrales de la forme — 


; a 
s iL LIN e—2xK da 
UN, 


se ‘raménent aux fonctions Pen posant RoR iy, Ce, qui ne- 
ange pas les limites puisque = est réel et positif. On obtient 


+ 


SOUR E95 ot as 
Zn 


eOr les nombres de Bernoulli de rang élevé augmentent rapidement 
- avec leur indice, car on a 
2 T st 
ee 
a (2p +1) (op ee 2) zs 92p+2 3 2pt2 
= ea 


2.2 CHAPITRE I. 
dot 
3 -2 I : 
eee = ENE 2) > A(2p +1) (2p+2 
oP. : Lee aatoe ac alate 
Sam ae 


A étant une constante. 

Done ce rapport croit indéfiniment avec p. 

Le rapport dun terme au précédent de la série w(s) a pour 
valeur absolue 

By +1 (2p +1) 2p is 

Bp (ipa) peers 
et par suite, quel que soit z, il croit aussi indéfiniment en méme 
temps que p. 

Le développement formel que nous avons trouvé pour (3) est 
donc divergent; néanmoins Cauchy a montré que, sans qu'il soit 
besoin de faire d’autre calcul, on peut légitimement employer 
développement trouvé pour le calcul approximatif de w (3). 

Nous avions a calculer l’intégrale 


a 2 
f > ————. } e * dx. 
B+ 4n27 
1 


Or, Cauchy a fait la remarque suivante: si l'on désigne par @ et 
par y des nombres positifs et que l’on considére le quotient 

I eae I 

a+y a 


yuri 


r 


ae 


we eg 
5; Fahesk CED aa oe 


art*( @ yy) 


la progression géométrique obtenue peut converger ou non, mais 
la valeur absolue du reste est toujours plus petite, soit que le 
dernier terme calculé, soit que le premier terme négligé. 

Cette propriété, vraie pour des progressions géométriques, le 
sera encore pour des sommes de progressions géométriques, de 
raison négative. 

Nous avons obtenu le développement 

e 


J B, By 2? B3; ax 
—_— ioeet 1 — 
Vee es 2! Ge sear 


comme une somme de telles progressions. Donc, en nous arrétant 


2 


, : 5 Aer, B, 5 
au terme (—1)?~!—“_ y?p-2, erreur sera Sapa ou |6 | - 


(2p)! 2p+2)! 
est inférieur 4 Punité. Dans l'intégration qui donne w(s), le 


ols 
adiatun 


¢ 


‘ 2 ‘ be 
ee ee ee ee Te ee 


ee 
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terme complémentaire précédent donnera comme coefficient 


ale 
Gp +2)! 
<e: a 
3 . T(2p+1 (ap)! 
sf Owreteda =o, f “LP e-24 dx = Vy = Mees 0, read 
0 


cest-a-dire que la propriété fondamentale des progressions 
Verreur est plus petite que le premier terme négligé, subsiste 
sion multiplie par e~” et si l’on intégre. Elle appartient done a 
la série obtenue pour w(z) et lona 

p ( 


ee Pe a od 


(2n—1)an grt 
; Bris 9 I 
(2n +1) (2n+2) 22741 


ita | a te 


I] est done possible d’utiliser cette série divergente pour cal- 
culer w(z) et par suite logI'(z). Si Von s’arréte 4 un terme de 
rang n fixé d’avance, il résulte du caleul précédent qu’on peut 
prendre z assez erand pour que l’erreur soit une fraction arbitrai- 
rement petite, en valeur absolue, du dernier terme écrit. A plus 
forte raison, si pour chaque valeur de z, on a soin de s’arréter au 
terme le plus petit, obtiendra-t-on, lorsque z augmente, une 


_ approximation relative considérable. 


On voit que la méthode de Cauchy ne s’applique pas seulement 
a la série de Surling, mais s’étend immédiatement a une classe 
étendue de séries analogues. 


La théorie de H. Poincaré. 


13. L’idée de chercher a construire une théorie générale des 
séries. asymptotiques parait étre venue simultanément & Stieltjes 
et a H. Poincaré ('). 

Nous dirons d’abord quelques mots des idées de Stieltjes. I se 
propose, en partant d’une fonctiom déterminée, d’étudier cette 
fonction pour les valeurs trés grandes de la variable. 


(1) Stieltjes employait la dénomination de séries semi-convergentes, qui préte 
a confusion, car elle sert aujourd’hui a désigner les séries non absolument con- 
vergentes. Nous optons ici pour la locution « série asymptotique » employée par 
H. Poincaré. 
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Considérons une fonction F(a) d’une variable positive a. Sup- 
posons que, lorsque a augmente indéfiniment, cette fonction ait 
une limite 

lim F(a) = Cp. 
a=n 

On peut dire que Cy donne une approximation de F(a) pour 
une valeur trés grande de a. Cherchons si l’on peut trouver une 
approximation meilleure. Dans ce but, remarquons que F(a)—Cy 
tendant vers zéro, il se peut que le produit par a de cette quantité 
ait une limite 

lim a[ F(a) — Gy] = Gy, 


a=n 


ou 
lim @ [Fw — Cy— =| = Oc 


I] se peut encore que l’on ait 


‘ ‘ Ge 
lim a? [ Fa) — Cyo— 2 | = Cy, 
a=oa a 
et ainsi de suite. 

On est conduit a écrire 


{] pourra arriver que le développement ainsi trouvé soit divergent. 

On peut alors se demander si ce développement ne peut tout de 
méme étre utile pour le calcul de la fonction F(a). On écrira 

F(a) = Co = 25% ea Gn t+ Ry, 


ar 


™ 


et la question se posera d’étudier Ry; selon le résultat de cette 
étude, on se servira ou non de la série. On n’aura pas a propre- 
ment parler a étudier une série divergente, mais plutét une cer- 
taine fonction R,. 

Stieltjes a fait observer qu’on avait surtout étudié auparavant 
les séries pour lesquelles les signes sont alternés et qu’il appelle 
séries de premiére espéce, donnant le nom de séries de seconde 
espéce a celles dont tous les termes ont le méme signe. 

En général, les séries de premiére espéce sont telles que le 
reste R, est inférieur au dernier terme calculé ou au premier 
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terme négligé. On peut calculer ces séries sans scrupule, aussi 
loin qu’elles paraissent conyerger : c’est a elles que nous avons fait 
allusion au début de I’Introduction; la série de Stirling en est un 


exemple. 
Considérons maintenant une série de seconde espéce, par 
exemple 
Savree: 2! (nm —1)! . 
KCq@) = ey wo aia as ACN g = tego ee eye 


Si a est déterminé, ainsi que F(a), le reste R,, quand n augmente 
indéfiniment, sera d’abord positif, puis négatif et décroitra jus- 
qu’a — oo. Il s’agit en somme de déterminer la valeur de n pour 
laquelle R, se rapprochera le plus possible de zéro. 

La série précédente se rencontre dans l'étude du logarithme 
intégral, transcendante définie pour x <1 par la formule 


a eS gel, 
(aya (oo , 
J, logu 
el pour 2 >1 par 


1—€ XE 
lie) = tim ( is oe a) 
Nestle logu _. logu 


0 c J t+ s 


on constate aisément que cette limite existe lorsque ¢ tend vers 
zéro. Plagons-nous dans ce dernier cas, et remplagons x par 
e“(a > 0) dans le logarithme intégral. En posant 


Ui CUNae)e d’ot du =— aete-¥ dp, 


on trouve aisément 


{—¢’ F ata 
. z e-cs e-—av 
li(e%) = e+ lim i do + | dp }, 
e=0 \ -/, 1—¢ I—¢ 


ou ée’ ete’ désignent les intiniment petits équivalents définis par 
5 | 


<r AOS a =) tae OD 
Sots a : = tah3 a 


On peut encore écrire 


li (e%) = e4% ae ev (I+ p+ 92 -+...+ p"-1) dp 


—e 


geen ee e-ay pnt e—av 
+ e@ lim ie de+ fe mepED a Ses 
e=0 J 14.6" ey ; 


I ou n—t)! 
ie + Va eR, 


a a? as a 
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jain prt e—av pune pie—ev 
R, = lim / SS aS | —————=(10 |) 
e=0 \w/p eer ) Take 


On obtient done bien le développement divergent annoncé. On 
pourrait d’ailleurs représenter le logarithme intégral par un déve- 
loppement convergent; mais Stieltjes a montré que le développe- 
ment divergent donne des résultats meilleurs ('). 


avec 


14. La méthode de H. Poincaré est plus générale. Elle permet 
d’étudier les intégrales d’un grand nombre d’équations différen- 
tielles (?). Son principe consiste, aprés avoir défini la correspon- 
dance entre une fonction et une série asym ptotique, a constater 
que cette correspondance se conserve dans la plupart des opéra- 
tions simples. 

Considérons une fonction J (a) et le développement 


é C G 
Coe — = 
@ a2 


Nous dirons que ce développement, qui peut étre divergent, 
représente asymptotiquement la fonction J(#), sien posant 


a C Cc 
(Cry) ey at [5 (@) = (Go = mises foie ale 
on a, quel que soit 7, 
(2) IMiwe;e—=" OF 
C= 0 


S’il existe pour une fonction J(a@) un développement asympto- 
tique (*), les coefficients co, C,, Co, ... de ce développement 


(‘) Strettyes, Recherches sur quelques séries semi-convergentes (Ann. Ec. 
Norm., 1886). 

(7) Potnearr, Sur les intégrales singuliéres des equations differentielles 
(Acta Math,, t. VII). 

(*) Un cas of ce déyveloppemeut existe est celui od la fonction 


admet par rapport & ¢, pour ¢> 0, des dérivées de tous les ordres, continues 
pour ¢ =o. Dans ce cas, la possibilité d’effectuer la somme, la différence ou le 
produit de deux développements asymptotiques, ou encore de calculer le déve- 
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s obtiendront comme nous l’avons expliqué a propos des recherches 
de Stieltjes : ce développement sera donc unique. Malheureuse- 
ment, la réciproque n’est pas vraie; en vertu de notre définition, 
toute fonction de la forme 


e~* oy (£2) + e-™ 99(%) +... e-*" On (2), 


OU 94, 92, ---, 9, sont des fonctions demeurant comprises, quel 
que soit #, entre deux nombres fixes, est représentée asymptoti- 
quement pour & infini et positif, par un développement asympto- 
tique identiquement nul ('), Ceci montre immédiatement |’existence 
d’un ensemble trés étendu de fonctions admettant un méme déye- 
loppement asymptotique. Ce n’est qu’en l’assujettissant a d’autres 
conditions qu’on déterminera la fonction représentée par une telle 
série; par exemple, si l’on considére une équation différentielle, 
le fait que la fonction cherchée est une intégrale, suffira souvent 
pour que son développement asymptotique la détermine. 


415. Maintenant que nous avons défini la représentation asymp- 
totique des fonctions, étudions ce que devient cette représentation 
quand on effectue sur les fonctions des opérations simples. Sup- 
posons que l’on ait, quel que soit 7, 


(64 Cnt & 
J Bs 6p hie 2 

aL ar 

GI Ca + é; 
' Seen a! nm n 
UL TEN rl rae , 


én et ¢, tendant vers zéro pour x infini et positif. On aura, par 


loppement d’une fonction Y[o(¢)], ou Y est soumise aux mémes hypothéses que 9 
[au voisinage de la valeur g(0) de 9], apparait comme une conséquence immé- 
diate des régles de calcul des dérivées d’ordre quelconque. Mais il importe de 
noter que ce cas, malgré sa grande importance pratique, n’est pas le cas général. 
En effet, dans les bypothéses ou nous nous sommes placés, toutes les dérivées de 
la fonction considérée admettront elles-mémes des développements asympto- 
tiques. qn’on déduira par dérivation terme a terme du développement initial. Or 
nous verrons plus loin qu’une fonction peut admettre un développement asymp- 
totique, sans que ses dérivées jouissent nécessairement de la méme proprieteé. 

(1) Méme propriété pour des combinaisons linéaires finies ow des. intégrales (par 
rapport 4) de fonctions e-*" 9(a,«), 9 étant bornée et a demeurant positif. 
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addition, 

Kay Tae iegee cp ee aes On ED), 
et par multiplication 

ite) te) aimee OU Eats eg ee oe 


AVEC 


€1( en &,) + Coc, y+... + (Cn +in) ec; i 


N= Cota Coen FA 


(Cr+ tn) (Cr+ En) 
a Fiat pe a ? 


. . . . . I 
relation qui montre que 7 est infiniment petit avec ae On peut 


done ajouter ou multiplier deux développements asymptotiques ; 
on pourra done. effectuer aussi |’élévation a une puissance quel- 
conque, ou plus généralement calculer un polynome de la forme 


Fi i) Aeon cee Adu 


On peut aller plus loin, et remplacer, moyennant certaines 
précauuons, fe polynome précédent par une série conver- 
gente ("). 

Soit 

FCN es Ae ONY See ote ee 
une série convergente dont le rayon p de convergence sur- 
passe |cy|: dés lors, la série convergera pour x assez grand et 
représentera une certaine fonction de x, soit f(J) = F(x). Je dis 
que cette fonction est susceptible d’une représentation asympto- 
tique que lon obtiendra en remplagant J dans la série f, par la 
série asymptotique correspondante et effectuant les caleuls. On a 


lim F(a) = Ay+ Ayeot+...+ Apes +...= Gp, 


r= 0 


F(av)—Cy= Ay(J — eo) +... + Ap(Je—cfh) +.... 


Calculons lima |F(a)— Co]. Nous savons que x(J?—c?) a une 
limite bien déterminée. Il suffit, pour avoir cette limite, d’élever a 


; 5 eke , : I 
(1) Nous avons signalé, dans le cas particulier ot la fonction J rs admet 


pour ¢=o0 des dérivées continues de tous les ordres et ot l’on fait sur f une 
hypothése analogue, un ¢noncé moins restrictif, 
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la puissance p le développement asymptotique de J(x) 


as perro 
JP(e@)y= cP eat T 


On a donc 
lim @(J? — cP) = peP-' cy. 


Nous connaitrons donc la limite C, de z[{ F(a) — Cy]. On obtient 


Cy = ¢,(A,+ 2Aeqent+.. at PAD cha! .«), 


la série étant visiblement convergente, d’aprés l’hypothése faite 
sur le rayon de convergence de f(J). 

En continuant ainsi, nous verrions qu’il suffit de remplacer 
partout J(#) par son développement asymptotique pour avoir 
celui de F(z). L’emploi de la formule de Taylor montre que les 
dévelcppements successifs définissant les C, s’expriment linéaire- 
ment au moyen d’un nombre fini des séries f’(c9), f’ (Co), «++, 
qui sont toutes convergentes par hypothése. 


Passons au cas de la division : J(x) étant représentée comme 


ALS OSs T + ae . 
précédemment, considérons ———- Nous pourrons |’écrire 
i ’ ay 


hes 
fesse, I 
V(@) eo[1+o(2)]’ 

avec 

Cy . C2 

ee ener ; 

Cy OP Cov 

orona 


Deo ab ae bee ps oh: 
J Co 
Cette série est convergente si |@®|<1. Mais ® tend vers zéro 
lorsque x devient infini. La condition p >| c,| étant remplie, on 
peut, en supposant ¢)0, diviser l’unité par J(xz), et Von 
I 
On peut par suite diviser une par l’autre deux séries asympto- 


obtiendra comme quotient le développement asymptotique de 


tiques, pouryu que le premier terme Cy de la série diviseur ne soit 
pas nul. 


16. Nous allons voir maintenant quid est permis d’intégrer 
wne serie asymptotique. 
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Supposons que Von ait asymptotiquement 


C1 C2 c 
Va) = ee ai ete 
x 2 


Je dis que l’on aura de méme 


. wg 2 3 Cm 
ee Pe ee ee 
4p | ( ) : x ae Be 2% ts (m s= amt 


. GC . 
(Nous faisons passer Co et = dans le premier membre pour ne pas 
introduire d’intégrales dépourvues de sens. } 
Nous pouvons écrire 


Ci Em 


C4 
J(%) =eo+ et ee zm 


En intégrant, nous aurons 


i [32-0 =| da 2) 


x 


x 


Ks 
c Cc (3 
Ba ieee NW lege a 
Zr gm fs Zim 
oll é,, tend vers zéro lorsque z croit indéfiniment. 


Donc, le second membre tend vers une limite quand X croit 
indéfiniment. Il en est de méme du premier et l’on peut écrire 


oO 
4 C2 I C3 T Cm Nm 
J(z)—ey— =) dz=— 4+ - = +...4 Se aie ae 
3 B xv 2 x m—1 am— ami 


Mm tendant vers zéro quand x croit indéfiniment. En effet, 


ie) eo 1 
BP) ie as 
cn rs gin R 
z x 


Pm €tant la plus grande des valeurs que prend eme| lorsque 2 est 


compris entre x et +o. Done 


Em < en I = 
ee Mm—Ft amt 


On peut donc écrire 


eo 
Em Nm Um a 
a cee avec ioe een ot | 6} <1. 
x 


wem-1 mv 
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fim tend donc bien vers zéro. Par conséquent l’intégrale 


ie [3(2)—e0— “| dz 


a bien pour développement asymptotique celui que nous avons 
indiqué. 
Nous écrirons cette intégrale 


La premiére intégrale est une constante que nous appellerons Co. 
Nous aurons alors 


af [3(2)—e.— =| az =) — ! J(s)dz+e)(*—2%)+ log —- 


“37 0 


x 
Nous pouyons maintenant donner |’expression de f J(z) dz. 
Xe 
Ona 
x 
ae J(z)dz=cqx+c¢,logx+ G—— —-—-—..., 
Pe 


0 


ce qui montre bien qu’on peut intégrer une série asymptotique. 
On déterminera CG en donnant a x une valeur particuliére. Le 
développement asymptolique ne commence pas ici par une con- 


stante, mais bien par deux termes: 


Co +c loge, 


qui augmentent indéfiniment avec xz. C’est la une généralisation, 
due a H. Poincaré, de la définition du développement asympto- 
tique, généralisation qu’on est naturellement conduit a introduire 
dans la théorie et que nous avons déja rencontrée pour la série de 
Sturling. 


D’une maniére générale, dire qu’on a asymptotiquement 


(a) b(2) = f(x) + g(x) [cov t+ S4...] 
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signifie que l’on a asymptotiquement, au sens initial, 


ee = oo-+ + 4... 

Cette nouvelle définition est compatible avec l’ancienne; dans le 
cas ou f(x) et g(x) admettent des développements asymptotiques 
au sens initial, il en est bien de méme de ®(z), dont le dévelop- 
pement s’obtient en effectuant les calculs indiqués au second 
membre de l’équation (1). Mais la nouvelle définition embrasse 
aussi les cas ot l’une au moins des fonctions f ou g n’admet plus 
de représentation asymptotique. 


17. Il nous reste 4 examiner une derniére opération simple : /a 
différentiation. Celle-la n’est pas applicable aux séries asymplo- 
tiques, du moins d’une maniére générale (bien qu’en dérivant 
terme a terme un développement asymptotique, au sens initial, on 
obtienne un autre développement de méme forme). En réalité, 
lorsque la différentiation est légitime, elle n’est qu’une application 
du théoréme sur l’intégration. Tout ce qu’on peut dire, c’est que 
si lou considére une série asymptotique représentant F(x) et si 
la fonction F’(2) admet un développement asymptotique, ce déve- 
loppement s’obtient nécessairement en dérivant celui de F(z), 
car Vintégration du développement de F’(a#) doit donner celui 
de F(z). Mais la fonction F(x) peut ne pas avoir de développe- 
ment asymptotique. 

Considérons par exemple, pour x infini et positif, la fonction 


e—* sin(e*”), 


Elle a un développement asymptouque identiquement nul. Or sa 
dérivée 
e—* |e 2a cos(e**) —sin(e™)] 


ne tend pas vers zéro quand x tend vers + oo: elle n’est donc pas 
susceptible d’un développement asymptotique. 


18. Nous avons yu que l’ensemble des fonctions admettant un 
méme développement asymptotique est extrémement étendu. On 
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_ peut d’ailleurs prouver, et nous l’admettrons ('), que si l’on 


donne la suite des coefficients Cp, cy, Co, ..., il existe toujours 
des fonctions admettant le développement asymptotique 


(2) Co eg, eat vie sa 


quelle que soit la suite des coefficients cy, C2, -.~, Cn, -+-- Soit O(e) 
2 . 1 
la transformée d’une telle fonction obtenue en posant 2 = os On 


peut dire qu’a@ l’origine et vers la droite, on a asymptotiquement 


P(t) = Cot cyt + Col? +... CptMt+..., 


ce qui signifie que ¢ étant positif et infiniment petit, on a pour 
chaque entier m 


Dt) = cy crt +... + (om+ Em) e™, 


Em étant infiniment petit. 

M. E. Borel, dans sa Thése (2), a justifié le théoréme précédent 
en prouvant notamment la possibilité de construire, dans l’inter- 
valle o<¢<1, une fonction indéfiniment dérivable ®(7) telle qu’il 
existe pour cette fonction et toutes ses dérivées lorsque ¢ tend 
vers zéro, des valeurs limites respectivement égales aux termes 
dune suite arbitrairement donnée. Le degré d’indétermination 


reste encore extrémement large, puisque si n est positif et a(t) 
1 


algébrique en Zt, les fonctions e “a(t)s’annulent ainsi que toutes 
leurs dérivées 4 droite pour t = o. Ce cas particulier des dévelop- 
pements asymptotiques | déja signalé, n° 14, note (*)] est pratique- 
ment le plus important pour les applications aux équations diffé- 
rentielles (voir n° 20). 


(1) Voir dans la méme Collection l’Ouvrage de M. T. Carteman, Sur les fone- 
tions quasi-analytiques (Chap. V). 

(2) Sur quelques points de la théorie des fonctions (Ann. Ec. Norm. sup. 
3° série, t. XII, 1895). Voir aussi dans la Collection des monographies sur Ja 
théorie des fonctions les Livres de M. T. Carnteman, Sur les fonctions quasi-, 
analytiques, Chap. V, et de M. F. Riesz, Les systémes linéaires a une infinité 
d’inconnues, p. 19. 
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Extension au champ complexe. 


19. Dans ce cas, quelques précautions s’imposent. Particulari- 
sons de suite le probléme en supposant que, pour une certaine 
valeur 2), la fonction analytique f(z) et ses dérivées de tous 
ordres admettent des limites respectivement égales aux termes de 


la suxrte 


Cy AEC ing Oe Ogee a tal Ran TL Cr eens 


[I] faut alors préciser pour quels chemins cette propriété limite a 
lieu : par exemple, on peut supposer que z — Z tend vers zéro en 
suivant une droite, qu’on fixera en donnant l’argument @ de 2-25. 

Lorsque cet argument varie, il faut en général délimiter un 
angle de sommet zy a l’intérieur duquel le développement est 


1 
valable aux environs de 9. Prenons par exemple eer Lorsque 2 
tend vers zéro par valeurs réelles et positives, cette fonction a un 
développement asymptotique dont tous les termes sont nuls. Si_ 
Von pose s = re, il vient 


cosnag 
CAL ch Pr 


sin 72% 


(cos0+ zsin9), ou C= 
ple 


Dés lors, le précédent développement ne sera valable que dans les © 
secteurs ou cosne est positif. I] y aura des arguments singulrers 


ahr Steen if we 
(ccux de la forme 3 qu’on ne pourra franchir. Si 7 n’était pas 
y 
entier, nous aurions un exemple de fonction non uniforme sur 


lequel on voit que deux branches distinctes peuvent admettre la 
méme représentation asymptotique. 


19 bis. Nous admettrons la possibilité de déterminer dans un 
angle une fonction analytique f(z) telle que cette fonction et ses 
dérivées admettent, pour les chemins intérieuts a l’angle et ten- 
dant vers le sommet, des valeurs limites respectivement égales aux 
termes d’une suite donnée ('). 


Le caractére de l’indétermination comportée par ce probléme ne 


(*) Votr YOuvrage citéde M. T. Carleman, Chap V. 
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Jui est nullement particulier; c’est ce que montre une comparai- 


son suggestive, due 4M. Borel; elle ressort du tableau ci-dessous. 


ProspiemMe A. 


Trouver une f(z), holomorphe 
dans un angle donné, de som- 
met z= 0 et telle que 


lim./'(z)—=c,. ..., lam 
a9) re 


Hypotuesse A,. — La série Sen z”" a 
son rayon de convergence Ao. 


Alors, il existe dans l’ensemble de 
toutes les solutions du probléme A 
une solution privilegiée, cest la 
fonction analytique obtenue com— 


me somme (au sens classique) de | 


la série et complétée par prolon- 
gement analytique. 


HyrotHese Ag. — Lae série Scz 2” 
a son rayon de convergence nul. 


Alors il n’existe, dans l’ensemble 
des solutions du problémejA, au— 
cune solution qui se distingue des 
autres. 


PropLeme B. 
Trouver une fonction entiére (4), 
qui prenne des valeurs données 


pour les valeurs entiéres (designe 
quelconque) de la variable, 


+a 
Hypotuese B,.— La série y 


N=—o 


converge. 


Alors, parmi toutes les solutions 


possibles 
5 y(n) 
sina Zz V(—1)” ©(7n 
7 G\ ent SESS | RA OLE | Zz 
Fz) 7 s—n ae) 


—_—<x2 


[ot 6(z) = fonct. ent. arbit.], ily 
a une solution privilégiée o(<z), 
obtenue pour 6(z) = o:elle se dis- 
tingue en ce que aoe tend vers 

Sint Z 
zéro quand <z s’éloigne dans une 
direction différente de l’axe réel. 


~ +n 

3 - S| o(7) 
Hypotuese By. — La série pees: 
aya 


n2=— © 


dwwerge. 


Soit 2(z) une fonction entiére telle 


+0 
= s e(r) 


nu=— © 


converge. 


€ 
ng(n) 


On peut écrire la solution générale : 


sina 3 Svan) 812) 0(3) - 


=| at G—n) gn) 


Pas de solution distinguée ("). 


(1) Cette propriété négative résulte de. la présence du facteur g(%). Pour sa 
démonstration rigoureuse, nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. Borel 


(Ann. Ec. Norm., 1899, p. 85 et 86). 
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En résumé, les deux problémes A et B appartiennent a un méme 
type de problémes linéaires 4 une infinité dénombrable d’incon- 
nues, qui, en régle générale, sont indéterminés. On peut, dans des 
cas étendus, les rendre déterminés par des conditions supplémen- 
taires, exprimées par des inégalités. Mais cela n’est possible que 
si les données vérifient des conditions convenables (hypothéses A, 
et B,). Dans la suite, nous entendrons génériquement par pro- 
blémes d’interpolation une classe de problémes comprenant 
notamment A et B et dontla discussion offre le caractére ci-dessus. 
Un de nos objectifs sera au fond de chercher a conserver au pro- 
bléme A une solution unique, moyennant une hypothése A’, moins 
restrictive que A, (‘). 


Applications aux équations différentielles. 


20. Ainsi que nous l’avons dit, H. Poincaré a construit la 
théorie des séries asymptotiques en vue de l’intégration des équa- 
tons différentielles. Soit une équation différentielle 


Fl 2,7, He 330 5) yM)]=0, 


dont le premier membre est une fonction analytique des n+ 2 
variables qu’elle renferme. Supposons qu’il existe une intégrale 
de cette équation admettant, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 
Yordre n, un développement asymptotique. Alors, des régles de 
calcul que nous avons données précédemment (régles qu’on étend 
facilement aux fonctions composées), il résulte que la fonction 
composée F[ az, y, 7’, ..., y'™ | admettra elle-méme un développe- 
ment asymptotique; mais, puisque y est une intégrale, cette fonc- 
tion composée est nulle. Donc, le développement asymptotique 
de y devra vérifier formellement |’équation F = o. 

Ainsi, les développements asymptotiques des intégrales 
dune équation différentielle seront a rechercher parmi ceux 
qui vérifient formellement cette équation. 


(*) Une telle hypothése se trouve réalisée dans la théorie des fonctions quasi- 
analytiques (cf. n°* 98 et 99). 


"Srg 
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Soit par exemple |’équation linéaire du premier ordre 


Considérons une intégrale quis’annule pour # = 0 et cherchons 
la suite de ses dérivées pour cette valeur (a supposer qu’elles 
existent). En dérivant, on obtient 


c ; a : : 
en faisant x = 0, on obtient, pourvu que “5 soit fine, 
Axr* 


BO peed Rs 
AG)» ise 


En dérivant une fois de plus, on aurait 


@y\ | 2a 
dxt]o 3. ba 


Si enfin, nous dérivons nv fois, nous obtiendrons 


qr+t [nr qr ; qn 
a? Yong —~ 4 n(n Lagat ly Bah 


dant date t) dg 2 dan ? 


dou Von déduit 


Uy ee TOT 1) Ot YN ne TACT) 
dat Aha b da"-1 ney bn 

Nous sommes donc ainsi amenés au résultat suivant : le seul déve- 

loppement asymptotique, relatif a la valeur x = 0, vérifiant l’équa- 

tion, est donné par 


2 x an 
+2! —...4+(n are, = 


Toutefois, le calcul ainsi effectué ne nous apprend pas s’il existe 
effectivement une fonction f(z) qui admette ce développement 
asymplotique et qui soit en méme temps une intégrale. Pour tran- 
cher cette question, remarquons qu’en posant 


Va ON, 


2 
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VP équation proposée prend la forme 


dY F I 
Phe eee 


On vérifie aisément que Vintégrale générale peut alors s’écrire, 
pour les valeurs positives de X 
” e-“du 


Vie Ge 
oe X+u 


Lorsque X croit indéfiniment par valeurs positives, l’intégrale qui 
correspond a G = 0 admet bien, comme il est facile de le vérifier, 
le développement asymptotique 


I ar oN oe ne 
xX X2 X3 X4 eh 

et elle est la seule qui posséde cette propriété. Mais, pour parvenir a 
un résultat simple, il a été nécessaire ici d’écarter les valeurs 
négatives de X: pour ces derniéres, il est clair qu’il est impossible 
de distinguer les intégrales par leurs caracléres asymptotiques, 


puisque la différence de deux d’entre elles est proportionnelle 
x xX ' 
ae*, 


21. L’exemple précédent attire notre attention sur un fail 
important : nous avons dit que s’il existe des intégrales d’une équa- 
tion différentielle, susceptibles d’étre représentées par des séries 
asymptotiques, ces séries vérifieront formellement l’équation diffé- 
rentielle. Mais la réciproque n’a pas nécessairement lieu, et en 
fait, si un développement asymptotique et ses dérivées (') donnent 
pour la fonction F(z, y, y',...y”) un développement asympto- 
tique nul, il ne s’ensuit pas que cette fonction F soit idenuquement 
nulle. Il faut chercher directement s’il y a des intégrales suscep- 
tibles d’une représentation asymptotique. 


(*) Dans Vapplication aux équations différentielles, on arecours en réalité, non 
a la représentation asymptotique, dans sa conception la plus large, mais bien a 
la notion plus particuliére de solution infiniment dérivable, & laquelle s’attache 


un développement de Taylor formel. C'est ce qui ressort d’ailleurs de exemple 
déja traité, 


AY 
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H. Poincaré a montré lexistence de telles intégrales pour les 
équations linéaires dont les coefficients sont des polynomes d’un ~ 
certain degré p-: si ces polynomes sont pris au hasard, de maniére 
qu'il n’y ait aucune relation particuliére d’égalité entre leurs coeffi- 
cients et si le coefficient de la dérivée d’ordre m le plus élevé figu- 
rant dans l’équation est effectivement de degré p, on trouve qui 
existe m développements divergents de la forme 


eR C4 C2 
EU oi? CE ay ee ea ree 
x Este 


fournissant chacun la représentation asymptotique dune intégrale 
et @une seule de léquation (les « et les 6 pouvant étre indiffé- 
remment réels ou imaginaires). Pour la démonstration, nous 
renverrons le lecteur au mémoire de H. Poincaré dans le Tome VIII 
des Acta Mathematica ou au Tome II du Traité d’ Analyse de 
M. Picard, 2° édition, Chap. XLV, Sect. IIT. 

Nous nous contenterons ici d’étudier, dans le champ réel, dans 
des conditions particuliéres qui seront précisées, l’équation linéaire 
du second ordre (') 


/ 2 b bs 
(1) pela GaSe.) y+ (b+ 2+ B+... )y a0 


me ¥ . ‘ I 
dont les coefficients, ordonnés suivant les puissances de =) conver- 


gent au-dessus d’une certaine valeur de |x|. Le point =o est 
pour les intégrales de (1) le siége d’une singularité en général 


irréguliére, car en posant #2 = a Péquation devient 


BY : dy 
(2) ; th 8 Nig Ca 2) Oe Gail Se si a 


= (65 bjt+b,t2+...)y=0. 


I] s'agit d’étudier Vallure des intégrales de (1) pour z infini et 
positif. 
Commengons par simplifier notre équation de maniére a suppri- 


(1) Voir une autre méthode de résolution du méme probléme, dans Picarp, 
loc. cit, Chap. XIV, Sect. IV. Voir aussi les travaux de Kneser. (Journal de 
Crelle, t. 116) et de Horn (Math. Annalen, t. 49 et suiv.). 
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mer le terme en y’, ce qu'on obtiendra en posant 
Pp 
=f - dx, 
y = ze 2 


P désignant en abrégé le coefficient de y’ dans (1). D’aprés cela, 
nous pouvons nous borner a étudier l’équation 


5 " a a2 
(3) y+ (ata B+...\yao. 


Lorsque x croit indéfiniment, le coefficient de y tend vers a). Or 
les intégrales de l’équation 


(4) ay ¥ =10 


se comportent différemment, suivant que ay est positif ou négatif. 
Si a est +o, chaque ligne intégrale est une sinusoide, c’est-a- 
dire une courbe qui se comporte d’une mamiére assez compliquée 
4 Vinfini et lon congoit que ces complications subsistent quand on 
prend l’équation complete ("). 

Nous nous bornerons au cas ot a est < 0, cas ot lintégrale se 
comporte a l’infini comme une exponentielle : en posant 


ajy=—@e(a>o) 
l’équation (4) admettra les deux intégrales e@ et e~@. 


Proposons-nous de trouver dans quelles conditions il existe 
pour l’équation (3) deux intégrales de la forme 


yy = 6 827 (f+ £1), Wig ere eo), 


é, et ¢. désignant deux fonctions qui tendent vers zéro lorsque x 
croit indéfiniment et que nous chercherons a définir par leurs 
développements asymptotiques. Nous allons montrer que l’annu- 


A I ’ 
lation du terme en = dans le coefficient de y 
a;y= 0 
est la condition nécessaire et suffisante cherchée. 


Commengons par présenter quelques remarques préliminaires : 
sil existe deux intégrales ayant la forme indiquée, Vintégrale 


(‘) Pour ce cas, voir Picarn, loc. ce. 
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générale 
y=Kiyi+ Koyr 


possédera des propriétés différentes suivant que Ky sera ou ne sera 
pas nul, car si K, est 40, Vintégrale augmente indéfiniment 
avec x, alors que si Ky est nul, elle tend vers zéro. Si K, n’est pas 
nul, on devra, pour avoir une représentation asymptotique, multi- 
plier par e~“*, ce qui donnera 


eax y = Kye 24" (1 + €,) + Ko(1+ €2); 


la représentation asymptotique qu’on obtiendra ainsi sera naturel- 
lement impuissante a distunguer les intégrales correspondant aux 
différentes valeurs de K,. 

En revanche, si K, est nul, on aura 


iS Ky et ete y = Ky (1+ &) 


et lon peut espérer trouver une représentation asymptotique 

déterminant y,, car elle ne correspondra qu’a cette intégrale. 
Ayant ainsi éclairé notre route, nous allons chercher s’il existe 

des représentations asymptotiques des intégrales de léquation 


. i 9 a a2 ea 
(3 bis) p+y(-at+ S44...) so, 
Posons 


see (1+ 4 S4 ie 
ha 2 eeten |tis 


si ce développement représente une intégrale, nous savons qu il 
doit vérifier formellement l’équation différentielle. Opérons liden- 
tification. 


. I c 
En annulant d’abord le coefficient du terme en >? on trouve bien 


la condition nécessaire annoncée 


aj=—o. 


Nous allons supposer cette condition satisfaite et établir quelle 


est suffisante. 


I 


DN 8 oe 2 eel 


° I . 
En annulant les coefficients de Z » on obtient les 
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relations 
2AC, + Ag=O0 


4aCo+ 26,+ Ag+ 43=0 


qui donnent successivement ¢,, C2,.--, Cny--- 
A Vaide des formules précédentes, on peut s’assurer que la 


série 


est en général divergente. En particulier, si tous les ax sont nuls, 
a, excepté, la formule générale donne 


Cy | A( aI) ae 


2am 


Cn-1 


Nous aurons cependant des développements asymptotiques, Il 
s’agit de montrer qu’ils correspondent a des intégrales. En premier 
lieu, nous-allons établir qu'il existe une intégrale unique de 


l’équation 


(5) y+( aw ee as belo 


Ge? x3 


telle que la fonction e¢”y admette pour x =-+ « le développement 
asymptouuque 
Cy Co 
Se leedia senator 
x vy 


ci-dessus calculé. La démonstration comprendra plusieurs parties. 


I. Montrons d’abord que si 9(x) tend vers zéro (sans plus) 
quand x tend vers + , il passe par chaque point du plan x Oy 
une courbe intégrale unique de l’équation 


Y=HI(eC+ o(z)] 


qui soit asymptote a la demi-droite Ox. 

En effet, a partir dune valeur h suffisante de x, y" sera du signe 
de y. Done pour x >h, toute courbe intégrale tournera sa con- 
vexité vers Ow. Soient 7» ety’) les valeurs prises par y et sa déri- 
vée pour = x, >h. limporte de distinguer divers cas. 
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SiPon ay, > 0, 70> 0, y ety’ iront en croissant pour x > h. 
Ils ne peuvent devenir infinis pour z fini, d’aprés les théorémes 
généraux sur les équations linéaires. Donc y et y’ vont sans cesse 
en croissant quand x tend vers +, ety tend lui-méme vers +- o. 


Vig. 1. 


3° Supposons Yo >o et y,<o. Il y a alors différentes dispo- 
sitions possibles suivant que la courbe ne rencontre pas l’axe Ow 
(fig 1), qu'elle rencontre cet axe (cela ne pourra se produire 
qu’en un point) (/g 2) ou qu'elle lui soit asymptote (fig. 3). 


Fig. 4. 


Dans aucun cas, une courbe intégrale ne peut étre tangente a 
Vaxe Ox (en un point a distance finie), car en un tel point y et 7 
s'annulant, il s’ensuivrait y ==0. Les cas précédents (et ceux qui 
sen déduisent par une symétrie par rapport a Ox) sont donc les 
seuls possibles. {in définitive, le long d’une courbe intégrale, 
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y ety! seront toujours monotones a partir d’une certaine abs- 
cisse, et || tendra ou bien vers «, ou bien vers zéro. 

Considérons le faisceau des courbes intégrales issues d’un méme 
point A(z), %o) (dont Vabscisse x) surpasse h). Il est impossible 
que deux de ces courbes se coupent a nouveau, c’est-a-dire pour une 
valeur de l’abscisse > 2. Sinon, la différence de leurs ordonnées 
serait elle-méme l’ordonnée d’une courbe intégrale, qui couperait 
axe des x en deux points, ce que nous avons reconnu impossible. 
De cette remarque, il résulte que par chaque point (x, y) du plan 
(dabscisse « > x,) il passe une et une seule des courbes intégrales 
issues du point A(2, 7%). Notamment, par le point A et par un 
point B de Oz, d’abscisse suffisamment grande, passe une courbe 
intégrale : soit y, le coefficient angulaire de la tangente en A a 
cette courbe: ce coefficient est un nombre négatif, qui croit avec 
Vabscisse du point B. Lorsque B s’éloigne indéfiniment sur Ow, ce 
coefficient angulaire y, tend vers une limite (négative et non nulle), 
e’est-a-dire que la tangente en A a une certaine limite AM( fig. 4). 

Je dis que lintégrale qui correspond a cette tangente limite AM 
tend vers zéro quand & croit indéfiniment. 

En effet, les deux seules autres hypothéses possibles, d’aprés ce 
que nous avons vu, sont celles qui correspondent aux figures 1 et 2, 


Fig. 5. 


dans lesquelles Vintégrale croit indéfiniment sans rencontrer Ow 
ou rencontre cet axe a distance finie. 


Dans le premier cas (fig. 5), si Pon considére une ordonnée 
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W@abscisse arbitrairement grande fournissant par son intersection 
avec la courbe étudiée un point C situé au-dessus' du point A, 
comme cette courbe varie d’une maniére continue avec la tangente 
en A, en donnant a cette tangente des positions voisines de AM, 
nous obtiendrons.des points C’ voisins de C, et par suite, si l’on 
veut, situés au-dessus du point A. Ils correspondront done a des 
intégrales augmentant indéfiniment. Or, AM est la limite des 
tangentes aux intégrales rencontrant Ox. Cette hypothése est 
done a rejeter. 

Il en est de méme de l’autre, car si lintégrale tangente 4 AM 
rencontrait Ox a distance finie, il en serait de méme des intégrales 
voisines, c’est-a-dire ayant des tangentes voisines de AM et situces 
au-dessus de AM; ce résultat est encore en contradiction avec la 
définition de AM. 

Donc, Vintégrale considérée est asymptote 4 Ox. Cette inté- 
grale y est unique. En effet, si une autre intégrale Y passant par A 
était asymptote a Oz, elle devrait étre nécessairement au-dessous 
de la premiére en partant de A. On aurait alors, pour toute valeur 
de x, 

Y—y>o, Y—y'>0, Y"— y">0. 


Donc, Y— y augmenterait indéfiniment, et par suite, Y et y ne 
pourraient tendre simultanément vers zéro. 

L’unicité d’une intégrale de l’équation (5) passant par A et 
asymptote a Ow est donc établie et entraine le résultat suivant : 
toutes les courbes intégrales asymptotes a Oz sont définies par 
une équation de la forme y= Kyn(z). 


Avant de quitter ces considérations, signalons encore cette 
remarque : nous avons vu que sil’on coupe les courbes intégrales 
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issues d’un point A par une droite paralléle 4 Oy, le pomt d’inter- 
section varie d’une maniére contimue et dans un sens constant 
quand on fait varier de méme la tangente initiale. Mais si la droite 
s’éloigne a Vinfini, il y a discontinuité. On trouve une intégrale 
unique tendant vers zéro, toutes les autres croissant indéfiniment 
ou décroissant de méme. Une intégrale voisinant la premiére sur 
un parcours arbitrairement long finit par s’en éloigner indéfi- 
niment (fig. 6). De tels effets sont bien connus dans les 
recherches relatives a la stabilité. 


II. Montrons maintenant que, sans imposer a g(x) d’autre con- 
dition que celle de tendre vers zéro, em désignant (ce que nous 
ferons désormais), par (2) Vordonnée dune courbe intégrale 
asymptote, on a nécessairement (') 


lim ce) = 
rato (2) 


En effet, nous avons 
n(v)=n(w) [e+ o(2)]; 


multiplions les deux membres par 7/(x) et intégrons de xy a x, 
ot. x, désigne une valeur supérieure a x). Nous aurons 


47 — Ho? = (qi — 19) [@® + 0(8)], 


£ désignant un nombre compris entre Zy et x,. Dans cette relation, 
a“ \, : : 

Be peut étre pris suffisamment grand pour que 7’, et 1, soient res- 
“0 

pectivement plus petits que en, et eq , si petit sort le nombre 
positifc. Comme 9(2) tend vers zéro lorsque x croit indéfiniment, 
on en conclut aisément 


: 7 
lim —=—a. 
CS oF) 


III. Restreignons désormais la généralité et supposons que la 
fonction 9(2) soit telle que son produit par x? posséde une limite 
finie C (qui peut étre nulle) pour 2 = -+-oo. Dans ces conditions, 
nous allons montrer que le prodwit e¢*y(a#) tend vers une limite 
finie et non nulle. 


(1) @est la un cas particulier d’un résultat plus général de H. Poincaré. 
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En effet, nous avons par hypothése, 


6} lim o| Sa) =; 
(6) aI, 4 (a) > 
en posant 

Ge 

a =I th 

oH 


cette relation peut encore s’écrire 


lim 2?(u' + u®— a*)=C. 
rS=+a 


Nous venons de yoir que u tend vers — a. Donc, on peut encore 


écrire 
(7) sos [a (u + a)|— x2? (u+a) («— ut =) = 1G, 
ou 
Bt saya 2 = 
pn oe [v2(u + a)] —222(u + a) a(x) aah (On 


a(x) désignant une fonction qui tend vers a pour # = -+ oo. Ainsi, 
si Von introduit la fonction auxiliaire 


p= 27(uU+a), 
on aura, en vertu de ’hypothése, 
(8) lim u 2a(x)e C 
: Q 1 io. os: é —— 
avec 


lar o0(a3)\i 
“az+on 


Mais la relation (8) peut encore s’écrire 


’ dy 
(9) Ser a Alsen Ca 
y(z) désignant une fonction qui tend vers C pour x infini et 
positif. L’équation (g) est une équation différentielle linéaire du 
premier ordre, a laquelle satisfait la fonction ». Nous allons établir 
dans un instant qu’il existe une intégrale et une seule de cette 


L : : C Boke fas 
équation qui tend vers — — pour x = + 0, les autres intégrales 
20 te 


ayant une croissance intermédiaire entre celles de e? et “2, oa, 
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et ad, désignent deux valeurs positives constantes, soumises aux / 
seules conditions @; <<a < dy. Puisque ua tend vers zéro, la 
fonction » = #?(u-+a) dont la croissance est moins rapide que 
celle de x? ne peut s‘identifier qu’avec V’intégrale de (g) qui tend 


G; 
vers — oe On a donc 
if / 
5 fa C 
lim o(+a) Ss an 
econ q La 


sal 
dot Von conclut que Vintégrale de Aa fest convergente, ou 
q 


encore que logn + ax tend vers une limite bien déterminée, ou 
enfin, qu’il en est bien de méme du produit 7(7)e¢*. En choisis- 
sant le facteur indéterminé qui figure dans 7, on peut s’arranger 
de maniére que ce produit tende vers 1. Nous aurons alors 


or (a) — eae (net nel (ze) iI 


é(x) tendant vers zéro. 


IV. Montrons que léquation différentielle 


(10) St —w(a)0 = Me) [ot a(x) >o}, 


danslaquellew(x) ets (a) possédentrespectivement, pourx = + 0, 
eat, a) : l 
des limites p et /, admet une intégrale et une seule qui tend vers — i 


toute autre intégrale ayant une croissance intermédiaire entre celles 
de e?'* et eP?” chaque fois quc les constantes p; et p2 comprennent : 
entre elles la valeur limite p de w(z) (essentiellement positive). 

Ecrivons (10) sous la forme 


‘ ae, Lee : l te 
(10!) Fe — Pia) (e+ 5) =x) —= w(a); 


; i RAGE: 
en prenant V = ears comme nouvelle fonction inconnue, nous 


serons ramenés a établir un théoréme de méme forme; on deyra 
substituer a la fonction A(a) la fonction 


l 
AG =u 2) eae 
(x) &) ee 


dont la limite est zéro. 


+ = 
Pi 
’ 
= ey 
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Etudions done l’équation 
dV 
iat EEE oe ar ey 
(11) a O(#)V = (2) 


Elle a bien une intégrale tendant vers zéro, car si l’on pose 
no 


if e(U)e-PW0 det 


\ ae ee 
(12) \\ Be) ) 


ou P(x) est une primitive de w(x), le second membre de (12) est 
bien une intégrale (ce qu’on vérifie en dérivant logarithmi- 
quement). 

On a, dailleurs, 


e— P(x). = sf e-?Y w(t) dt. 
p? tg 


Done, (12) peut s’écrire : 
ws Urea ok 
x 


i) 


ieee 


a 


y| w(t)e-P at 


Une application du théoréme de la moyenne montre alors que V 
tend bien vers zéro. Il y a done bien une intégrale particuliére 
possédant la propriété annoncée. 

Cest dailleurs la seule, car Vintégrale, générale de l’équation 
sans second membre est 

CrePta), 

ot la fonction P(z) a une croissance intermédiaire entre p, x 
et pox, pi et pe étant deux constantes arbitrairement approchées 
(par détaut et par excés) de la valeur limite p. Le lemme énoncé 
est donc établi. 


V. C’est par une suite indéfinie d’applications répétées de ce 
lemme que nous allons maintenant terminer la démonstration, en 
montrant que Vintégrale de léquation (5), qui, a exclusion de 
toute autre, peut se mettre, pour a positif, infiniment grand, sous 
la forme 

n(v) =e [1+ <(2)], 
est représentable par le développement asymptotique précédem- 
ment déterminé. 


BOREL ET BOULIGAND 4 
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A cet effet, envisageons la fonction 
S( 2) = 97, (2) = + E(@) 


dans sa dépendance vis-a-vis de la variable auxiliaire 7 = = Elle 
yérifiera équation différentielle 


a? s x da. ; 
(13) Xe at 2(X + a) KFS + GX Sy Neo — 10) 


déduite de (5), en posant simultanément 


Ve Cs, Li 


pH 


Elle sera d’ailleurs la seule solution de cette équation qui tende 
vers 1 quand X tend vers zéro par valeurs positives. Pour chaque 
valeur positive, suffisamment petite de X, elle posséde, par rap- 
port a cette variable, des dérivées de tous ordres; il s’agit de 
montrer que toutes ces dérivées tendent, lorsque X tend vers zéro, 


vers des limites bien déterminées. I] en est ainsi pour Ko (X), 


car, en vertu de (13), a,(X) est une solution d’une équation diffé- 
rentielle linéaire 


a own 
J 2) 2D 
Pe ax oe, 


(X + @)o,(X) + ¥( Xa) 08 
ou y tend vers a2, pour X infiniment petit. Revenons a la variable z. 
Cette équation est de la forme 


Fe ME N= Alea 


donc, o, tend vers lim — a ou posséde une croissance exponen- 


tielle. Cette hypothése est a rejeter, car elle entrainerait que s 
croit indéfiniment. Donc, la dérivée premiére de s par rap- 
port 4 X, pour X =o, tend bien vers une limite. On établira 
Ja méme propriété pour la dérivée seconde, puis pour les dérivées 
d’ordre supérieur, en raisonnant de méme sur les équations dérivées 
de (13) par rapport a X, et ainsi de suite de proche en proche. On 
voit ici le role essentiel du lemme établi au précédent paragraphe. 
En définitive, Vintégrale considérée admet donc bien un dévelop- 
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ment asymptotique, et comme il n’en est qu'un seul correspondant 
a une intégrale de la forme 


e a= [1+ ey (x )], 


qui vérifie formellement l’équation donnée, celui-ci représente 
bien Pintégrale en question. 


22. Pour achever étude des intégrales de l’équation (5) au 
point de vue de leurs développements asymptotiques, il nous reste 
a montrer qu’on en peut trouver qui sont susceptubles de s’écrire 


ev [1+ e2(2)] 


et qui forment une famille 4 un paramétre, bien que la fone- 
tion é9(z) ait, pour toutes ces intégrales, le méme développement 
asymptotique (ce que nous avons précédemment expliqué). Au 
point de vue formel, ce développement est celui que nous avons 
déterminé plus haut en changement prés de a en —a. II reste a 
prouver que ses coefficients caractérisent des propriétés limites 
d@intégrales convenables de l’équation (5). Nous nous bornerons 
a donner le plan du raisonnement, qui se développe paralléle- 
ment a celui que nous venons d’exposer. Appelons ¢(z) une 
intégrale queleonque qui croit indéfiniment avec 2. On a donc 


"(w= C(x) [at + o(2)]- 


Grace au seul fait que o(x#) tend vers zéro et au moyen de la 
relation 
Cr Cot LCi — cella? + 98) ), (BoK<e5 <2); 


Wee ) GG a ¢ 
ot l'on peut, en prenant = suffisamment grand, rendre aa et > 
> od 


arbitrairement petits, on montre encore que l’ona 


Ve 
lim > =a; 
S 


Lo. 


vl 
en posant > = uw, on a encore 
SS 


lim 22(u + u2— a?) =C. 
xX=+ 0 


On peut alors reprendre le raisonnement du IL. Toutefois, a 
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l'équation (8) se substitue ici une équation 


(8 bis) Pah Ee +2a(e2)e|=CG ou P= 2(u—a), 
ou a(x) tend vers a >o. Cette fois, cela entraine Loujours, 
sans restriction possible, 
(9 bis) Ae ae = — 
et l’on voit que le produit e~¢” ¢(a) tend toujours vers une limite 
finie et non nulle. Comme on peut faire figurer dans ¢(2) un fac- 
teur indéterminé, on peut toujours le choisir de maniére que la 
limite de e~“"¢(z) soit égale a 1. Insistons sur le fait qu’il existe 
une infinité d’intégrales (2) 4 un paramétre, qui satisfont a cette 
condition. En appliquant la méthode de raisonnement de \V, 
on montre alors aisément que toutes ces intégrales admettent le 
méme développement asymptouque, lequel est nécessairement 
celui que donne le calcul formel. Notons qu’a application indéfinie 
du lemme IV, se substitue ici celle du lemme dont l’hypothése se 
traduit par Péquation (8 bis) et dont la conclusion est (g bis) dans 
tous les cas possibles; c’est ce que lon reconnait en remarquant 
que toutes les intégrales de léquation linéaire 

de 

ea DO (CD) a) 
se comportent de la méme maniére a Vinfini. L’impossibilité d’éta- 
blir une distinction entre elles entraine finalement une impossibilité 
de méme nature pour le systeme des intégrales correspondant au 
développement asymptotique de la forme 

Cy 


= s 
et | he ane Boe. 
ae GA 


23. Ces indications montrent suffisamment le genre de raison- 
nements qu’on rencontre dans les applications des développements 
asympltoliques aux équations différentielles. Elles éclairent la route 
pour étude de la sommation des séries divergentes. Considérons 
une série de Taylor formelle et supposons qu'elle vérifie une équa- 
lion différentielle analytique en x, vy, y’, ..., v'™. Si cette série 


converge dans un rayon fini, il existe une intégrale de Péquation 
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qui enestla somme, a l’exclusion de toute autre fonction douée du 
méme développement asymptotique. Si la série est A rayon de con- 
vergence nul, il peut exister une intégrale de l’équation qui lui soit 
asympltouique, ou méme un systéme d’intégrales possédant cette 
propriété. Dans le cas ou Vintégrale en question est unique, on 
peut éyidemment la considérer comme la somme du développe- 
ment étudié, relativement a Péquation différentielle donnée. Mais 
le véritable probleme 4 résoudre consisterait a chercher dans 
quelles conditions on peut affirmer que, si un développement a 
rayon de convergence nul satisfait formellement a plusieurs 
equations di fférentielles, ces équations admettent une intégrale 
commune, asymptotique a ce développement. - 

Ce probléme est difficile a traiter en toute généralité. La théorie 
de Stieltjes, que nous allons maintenant étudier, va nous en faire 
connaitre une solution particuli¢re trés importante, relative aux 
équations différentielles algébriques; la théorie de M. Borel, qui 
englobe la précédente, nous ouvrira ensuite des voies nouvelles. 


CHAPITRE IT. 


LES FRACTIONS CONTINUES ET LA THEORIE DE STIELTJES. 


La conversion des séries divergentes en fractions continues. 


24. Laguerre parait avoir le premier montré luulité quwil 
peut y avoir a transformer une série divergente, ordonnée suivant! 


. I . . 
les puissances de —, en une fraction continue convergente. Il a 


donné, en effet, un exemple particuliérement remarquable, dans 
lequel lavaleur de la fraction continue con\ ergente est précisément 
égale 4 la fonction qui a donné naissance a la série divergente. 


Laguerre part de Vintégrale définie 


re e—u du é ~e-“ du 
4] — | SET arene Bt ood Se ES 
Jp Sau Vie u 
Si lon cherche a développer formellement cette intégrale sui- 


: I ie ee ee : 
vant les puissances de -) on est amené a écrire sous le signe somme 


une série convergente ou divergente 


a 1 u U2 ue 
f Nees wie limveim rar pre ae ee aN 


Aer 


qui diverge pour toute valeur de 3. 
Cc 


(') IL serait dailleurs facile de montrer que cette intégration est légitime si 
l'on ne s’occupe que de la représentation asymptotique, conformément aux idées 


du Chapitre L. 


Meet oe. sence que tte série cee est ane 
~— Tement égale a ila fraction continue suivante : : 


I 
I 


eng GX 
oa 


_ Le résultat obtenu par Laguerre, c’est que lon a 


we x, : ‘ ys f 
ig Seah Nya tae if 8 ; Wine ed ate 


ean ’est-a-dire que Vintégrale définie est égale a la série que l’on ena 
-déduite par Vintermédiaire de la série divergente. Il est alors. 
_ naturel wv attribuer a cette série la pales commune de J et de F. 


On obtient ainsi, en faisant 5 =1, 
iin ss oes Eee , , a e 

it et No Do Ohh Dele 
LON Be das I+ 


On trouve ainsi ob somme ae la série (2 ), considérée diate VIntro- 


“duction et dont s ‘est Pe nao. QB. AL os Raye 


a 


; %** — Ib 
Pan SO. Padi she stn fO pete 


Tu 


. ox Y t y an 0 t ~. . 

i eames e-“ du 
Pe Res hare Mae ae ae =< : 
? i= : fs } SEU te IM FF 
sb Ga 9 1 

eo wen" du 

psec rege ey. 


- ; mn Sie 
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Lacroix, obtenu par une méthode basée sur la théorie des diffé- 
rences ('). 

Mais le résultat précédent de Laguerre resta d’abord isolé et ne 
parut pas préter matiére 4 une théorie générale. Il était réservé a 
Stieltjes, beaucoup plus tard, d’édifier une telle théorie. 


25. Avant d’aller plus loin, présentons quelques remarques sur 
les fractions continues a termes numériques. Posons 


EY Carico Sep.ey (Leas es) 


a . I 


Ce 
fe 


/ 


Q\, @y, ..+, Qn, ».. désignant des constantes positives. On 
appelle réduite d’ordre n de F la fraction limitée 


SCO Chea Cony) 


a3-F. ay ye 


Cian 


. 


an 


L’expression F, est une fonction de n lettres a, ..., dy et 
dépend homographiquement de chacune de ces variables; elle est 
décroissante par rapport aux variables de rang impair, croissante 
par rapport aux variables de rang pair. Les réduites de rang pair 
vont en croissant, car ona 


/ 
Hyd Cll ay carn Corps Cla atin Loe) = oe GAIN si ee ee sa ae nage : 
Aon + ay 
azn 


On montre de méme que les réduites de rang impair vont en 
décroissant. En outre, chaque réduite de rang pair est inférieure a 


(1) Lacnrorx, t. ILI, p. 346-348. On trouve dans le méme Ouvrage (p. 391) une 
fraction continue déduite par Euler de Vintégrale définie que nous considérons, 
fraction qui différe de celle de Laguerre et de celle de Stieltjes, Lacroix ajoute 
en note, p. 392 : « Il est facile de voir que l’on peut, par des procédés analogues 
au précédent, convertir en fraction continue toute série dont les termes sont 
alternatiyement positifs et négatifs ». Mais ce point n’a pas été développé par 
Lacroix. 
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la réduite de rang impair qui la précéde, d’ou il résulte que toute 
réduite de rang pair est moindre qu’une réduite de rang impair. 

Par suite, la représentation géométrique des réduites sur un 
axe donnera naissance aun systéme de segments emboités, les 
extrémités gauches étant les images des réduites de rang pair, les 
extrémités droites, celles des réduites de rang impair. 


Fig. 7. 


En ce qui concerne l’existence d’une limite pour les réduites 
successives, deux cas seulement pourront donc se présenter : 

1° Les réduites paires tendront en croissant vers une limite A, 
et les réduites impaires tendront en décroissant vers une limite A 
supérieure a la premiére. On peut toujours réaliser ce cas en 
‘remarquant qu’a toute suite de segments emboités dont les extré- 
mités ont leurs abscisses positives, il:correspond une fraction con- 
tinue et une seule a termes @,, do, ..-, @, tous positifs dont les 
réduites sont justement les abscisses des extrémités des segments 
de la suite en question; 

2° Les deux limites) et A sont égales, et alors toutes les réduites 
convergent vers leur valeur commune. 

Soit p un nombre entre séro et un. On peut, et d’une seule 
maniére, trouyer lentier a, tel que l’on ait 


I I 
a1 Se ES Ga? 


, Ba I : 
a, est alors la partie entiére de re On peut done poser 


I 


LSS) 
a+ pe 


p. étant un nouveau nombre entre zéro et un. Appliquant le méme 
raisonnement a pw’, et ainsi de suite, on parvient au résultat 
By ) 


suivant : 


Si Von impose aux nombres positifs a, d’étre entiers, tl ny 
a quune seule maniére de les choisir de maniére que les 
réduttes de la fraction continue emboitent le nombre p.. 
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On réserve aux fractions continues, dont les termes sont des 
entiers positifs, la dénomination de fractions continues arithme- 
tiques. Ici, la convergence n’est jamais en cause puisquil y a 
correspondance biuniyoque entre un nombre p. et le dévelop- 
pement emboitant. Toute fraction continue arithmétique est donc 
convergente et a pour valeur le nombre p. emboité par ses réduites 
suCCeSsives. ; 

Un raisonnement récurrent montre immédiatement qu’en effec- 
tuant le caleul d’une réduite, de maniére 4 la ramener au quotient 
de deux polynomes, le numérateur de l’une des fractions se déduit 
du dénominateur de la précédente en élevant tous les indices d’une 
unité. On a ainsi 


E= I re [ @o] Nex Ee aaa ee ty, dice eee 
[ @1 a2 43 | [@, a2 A3...ap | 


ot le symbole [a,a,a3...a,] désigne génériquement un poly- 
nome a coefficients bien déterminés des lettres qu’il renferme ('), 


polynome qui est linéaire par rapport a chacune de ces lettres prise 


BE 2 q 3 { 
séparément. Lorsque dy s’annule, — tend vers -+-o et 
a 


n 2 ges 
an—1—- 
ay 


vers zéro. I] s’ensuit que la limite de F, est alors 


Fy,—2(@,, G2, 2+. An—2)- 


I Sights 
Lorsque a, tend vers + 0, a tend vers zéro et la limite de F, est 
Wh 
Frail, By, >. An—2) Ans). 


Ceci fait prévoir les résultats suivants, faciles a vérifier, et dont le 
second est impliqué par le premier : 


[ @y @eQg. +. An] = On [14 @z.-. Oni | + [a - Os... Gna], 


[SOR O5 sini | ihe Cais Cs vl) nae wens 


On pose d’ordinaire 


Pe 
: Fy — 0, ? 
avec 
: . 
Pp =| @2@3... an], OS |LChas cay ge a ean lk 


(*) Gette notation est précisément celle que Stieljes a utilisée dans le Mémoire 
dont nous parlerons plus join. 
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On a donc 
Pp = anPp—1 + Pr—s, 


Or = an Qn—1 aie Qn. 
Formons 


Qn—1 Pp — Qn Pn—i = [1 As...dn—1 | [2 @3.--An]—[ A 2 4g... n} [Ao-3--. dn] 


~ 
= [@4.dg... an] {| [ao 3--- dns] Qn + (2.3 -.. An—2 )} 


— [@2.43... dn} { [@142---@n-1] Qn +[ @1 a2 «-- Gn—2]} 


—s Qn—1 Pr» Es Qn—2 Pri; 
dou Von déduit aisément, par récurrence, 
Qn—1 Pr — Qn Pri = (—1)*-41, 
d’ot expression de la différence de deux réduites successives, 


(1) Vises Pi a (— rat hy (— 17-1 
Qn Qn-1 OO chen toler alli qian ay] 


On est ainsi conduit au résultat suivant : selon que lexpression 


[By ae. ay | 


converge vers une limite finie, ou que l'un au moins des facteurs 
du dénominateur tend vers ++ , lorsque nv croit lui-méme indéfi- 
niment, la fraction continue posséde elle-méme deux valeurs 
limites distinctes ou une valeur limite unique. Or, on démontre 
simplement par récurrence les inégalités suivantes : 


CD) [@142...a@, ]<(1+a))(t+a2)..-(1+ ap), 
(3) [@1@o-.. Cang1] > G+ Ag+... + Gent, 
(4) [@1@_...d_n | > ay [dg +ayt...+ aan]. 


Done, si la série La, converge, auquel cas le produit infini 
I(1+ @,) converge, en vertu de (2), il en sera de méme de 
l’expression [@1a...a4,|, et la fraction continue aura deux valeurs 
limites distinctes. Ou bien Xa, diverge, et alors il en est de méme 
de Pune au moins des séries formées par ses termes pairs ou impairs ; 
en vertu des inégalités (3) et (4), nous en concluons que l’un au 
moins des premiers membres tend vers + 0, mais alors, d’aprés ce 

qui précéde, la fraction continue tend vers une limite bien déter- 
minée. Nous sommes donc conduits au résultat fondamental sui- 
vant : 
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Pour quwune fraction continue a termes an lous positifs sort 
convergente, tl faut et il suffit que la série Yay sott diver- 


gente ('). 


26. Ces indications générales nous suffiront pour le moment et 
seront complétées plus loin 4 propos du Mémoire de Stieltjes. 
Mais, avant de l’aborder, nous dirons encore quelques mots des 
travaux de M. Padé sur les fractions continues, afin de consacrer 
exclusivement la fin du chapitre aux travaux de Stieltjes et a leurs 
conséquences au point de yue de la théorie générale des séries 
divergentes. . 

Nous avons rappelé la possibilité de représenter, d'une maniére 
unique, un nombre quelconque, compris entre zéro et 1 par une 
fraction continue arithmétique. De la relation (1), on déduit aisé- 
ment que les réduites fournissent de ce nombre des expressions 
plus approchées que toute fraction de termes moindres (*). 

M. Padé s’est occupé des fonctions continues algébriques, dont 
les termes a,(z) sont des polynomes en ¢, les réduites étant des 
fractions rationnelles et qui sont attachées a une série entiére 


J(4) SH +45 4+ 022 +..., 


par la condition que le développement en série d’une réduite 
quelconque niet 

Q(z) 
le plus longtemps possible, dans ses premiers termes, avec le déve- 
loppement de f(s). Appelons p le degré de P(z), g celui de Q(z). 
La fraction ratuonnelle cherchée renferme p+ ¢ + 2 coefficients 
sous forme homogéne, c’est-a-dire dépend de p + ¢ +1 paramétres 
indépendants; enidentifiant les p — q-+-1 premiers termes du déve- 
loppement en série de la fraction avec les termes correspondants 
du développement de f(z), on aura p+ q-+1 équations linéaires 


homogénes ap -—+-q + 2 inconnues, équations qui admettent tou- 


» suivant les puissances croissantes de z, coincide 


jours des solutions. 
Il y aura done toujours une fraction rationnelle de degré (p,q) 
et approchée de f(s) jusqu’aux termes de degré p+ q inclusi- 


(*) Voir Stern, Journal de Crelle, t. 37. 
(*) Voir les Legons sur la Théorie dela Croissance, p. 127. 
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5) . . ) % 
vement, c’est-a-dire que l’on ait 


Pp(4) 
Qq(4) 


Nous laisserons d’ailleurs de cété les cas anormaux ou la fraction 
obtenue aurait des termes de degrés inférieurs a p et a q, ou 
donnerait une approximation plus grande que celle qu’on cher- 
chait : ces deux cas, qui se raménent lun a Vautre, sont étudiés 
dans la Thése de M. Padé ('). Retenons surtout que les fractions 
approchées forment un tableau a double entrée, ot les degrés p et g 


— f(z)= aPtI- (Ay A,z+...). 


assignent respectivement la ligne et la colonne. 

On voit que, la fraction continue ayant pour but de fournir des 
fractions rationnelles approchées, il peut étre opportun de substi- 
tuer son étude a celle de ses fractions. Dans son intéressante Thése, 
M. Padé a étudié la question a un point de vue tout a fait général ; 
il a fait observer que chaque développement en fraction continue 
fournit seulement une classe de fractions rationnelles approchées, 
pour lesquelles les degrés du numérateur et du dénominateur sont 
hés par une relation correspondant a un certain mode de chemi- 
nement dans le tableau des fractions rationnelles approchées. 
L’expression : développer une fraction continue n’a donc pas de 
sens précis puisque l’on obtiendra des développements différents 
suivant la maniére dont on choisira parmi les fractions approchées, 
une infinité d’entre elles pour servir de réduites 4 la fracuon con- 
tinue. Ce choix est d’ailleurs soumis a des conditions que M. Padé 
a indiquées. Retenons seulement de ces recherches la notion du 
tableau des fractions rationnelles approchées, et le fait que ce 
tableau est complétement défini lorsqu’on donne une infinité des 
fractions. qu’il contient, quelle que soit la maniére dont ces frac- 
tions sont choisies, ou que la suite des coefficients de la série 
entiére se trouve, de ce fait, entiérement fixée. 

Ces préliminaires posés, voici comment on peut rattacher la 
considération du tableau a la théorie des séries divergentes (*). 


(') Ann. Ec. Norm., 3° série, t. IX, 1892 (Suppl.), 

(*) Pant, Acta Mathematica, t. VIII. Il serait facile d’étendre Vidée de 
M. Padé en considérant dune maniére générale une famille de fonctions analy- 
tiques f(z), dont les développements tayloriens tendent pour K infini, vers le 


développement divergent étudié. 
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Supposons que l’on donne une série entiére toujours divergente et 
formons le tableau correspondant; il pourra arriver qu’une suite 
infinie de fractions du tableau converge au moins dans un certain 
champ de la variable z et définisse dans ce champ une fonction qui 
sera analytique si la convergence est uniforme. On pourra faire 
correspondre cette fonction a la série. 

Il est d’ailleurs clair que si l’on ajoute ou sil’on multiplie deux 
séries divergentes, les fractions rationnelles approchées de la série 
somme ou produit peuvent se déduire simplement des fractions 
rationnelles approchées des séries proposées, les opérations se 
faisant de la méme maniére, qu’il y ait ou non convergence. 

Maleré leur caractére séduisant, les remarques qui précédent ne 
suffisent pas a constituer une théorie satisfaisante. Deux questions 
essentielles devraient d’abord étre résolues : 


1° Etant donné un tableau déduit d’une série divergente, si l’on 
y choisit une infinité de fractions convergeant vers une limite, puis 
une autre infinité convergeant aussi vers une autre limite, peut-on 
affirmer que ces deux limites sont toujours égales, ou tout au 
moins préciser dans quel cas elles le sont? 

2° La question précédente étant résolue, au moins pour une 
classe de séries divergentes, peut-on affirmer que la série somme 
(ou produit) de deux séries de cette classe donne naissance a un 
tableau dans lequel une infinité de fracuuons converge lorsqu il en 
est ainsi pour les deux séries considérées? De plus, la fonction 
qu’on est amené a faire correspondre a la série somme (ou pro- 
duit) est-elle la somme (ou le produit) des fonctions qui corres- 
pondent aux séries données? 


Ces questions fondamentales une fois résolues, on pourra s’en 
poser d’analogues relatives au quotient de deux séries, a la dérivée 
ou a Vintégrale d’une série. Sinon, la théorie dont on vient 
d’esquisser les bases possibles reste a créer. On n’en doit pas moins 
a M. Padé d’avoir signalé, dans son Mémoire des Acta, un sujet 
de recherches des plus intéressants. 

Mais le probléme ainsi posé, dans toute sa généralité, parait 
particuliérement difficile (*). On est alors réduit a s’occuper de 


(1) Cf. les remarques au début du Mémoire de E. Borst, Sur les séries de 
polynomes et de fractions rationnelles (Acta Mathematica, t. XXIV). 
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cas particuliers; on gagne en profondeur ce qu'on perd en géné- 
ralité, et ’on peut espérer, comme le montre a chaque instant 
Vhistoire de la Science, arriver par cette voie a la connaissance du 
cas général. C’est ce qu’a fait Stieltjes pour les fractions continues, 
avec un succés qui est de nature a encourager des efforts ana- 
logues. 


Le Mémoire de Stieltjes. 


Stieltjes a exposé ses beaux résultats dans un Mémoire qu’il 
a présenté a |’Académie des Sciences ou il a été Vobjet d’un rap- 
port de H. Poincaré ('), et qui a été imprimé peu de temps avant 
la mort prématurée de l’auteur, dans les Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse (*). 

Ce Mémoire, trés soigneusement rédigé, est assez étendu, et les 
démonstrations, bien que présentées avec le maximum de sim- 
plicité, y sont souvent un peu longues a cause de la nature méme 
du sujet. Nous devrons donc nous borner a en résumer les résultats 
fondamentaux, pour reprendre une exposition plus systématique, 
a parur du moment ot ces résultats concerneront directement la 
théorie générale des séries divergentes. 

Le point de départ des recherches de Stieltjes est la fraction 
continue 


I 


Gont1,5 +. P 


ou les a@ sont des nombres réels et positifs et s une variable com- 
plexe. 

Dans le cas ot < est réel et positif, nous nous trouvons ramenés 
a une étude faite précédemment : 


(1) Comptes rendus, t. CXIX, p. 630. 
(7) Tomes VIII] et IX (1894 et 1895). La partie Ja plus importante du Mémoire 
est dans le Tome VIII. j ; 


6; CHAPITRE Il. 

1° Sila série La, est convergente, il en est de méme de la série 
(c) AS +A, + A353 4+ 4, +4335 +...5 
donc, la limite des réduites de rang pair, d’une part, et celle des 
réduites de rang impair, d’autre part, sont distinctes; 


2° Si la série Xa, est divergente, il en est de méme de la 
série (c) et il y a une valeur limite unique de la fraction conunue. 


Stieltjes commence par étendre ces résultats aux valeurs com- 
plexes de z. Dans ce but, il remarque qu’en formant les réduites 


Pr(Z) 
Qn(s) 


de la fraction précédente, on obtient des dénominateurs Q;(z) 
n’ayant que des racines réelles non positives. On est alors amené 
a prouver la convergence d’une suite de fonctions holomorphes, 
dans un domaine obtenu en enlevant du plan de la variable < la 
partie négative de l’axe réel, sachant que cette suite converge sur 
la partie positive de cet axe. La suite en question comprendra la 
totalité des réduites si La, diverge, celles d’une parité déterminée 
si Xa, converge. Sans entrer dans les détails, nous voyons que le 
probléme de convergence résolu par Stieltjes appartient a un 
ordre de questions aujourd’hui trés étudiées et rendues classiques 
par d’excellents exposés didactiques (') : nous voulons parler de 
la théorie des familles normales de fonctions analytiques, édifiée 


par M. Paul Montel, 


28. Le seul cas dont nous aurons 4 nous occuper ici est celui ou 
la série La, est divergente. La fraction continue est alors conver- 
gente et définit une fonction holomorphe dans tout le plan de la 
variable complexe, exception faite des points de la partie négative 
de axe réel; cette demi-droite sera en général une coupure essen- 
ticlle, bien que, dans des cas exceptionnels, cette coupure puisse 
disparaitre en tout ou en partie. 

La fraction continue peut étre développée en série suivant les 


(*) Votr notamment le livre de M. G. Julia (Sur les fonctions uniformes a 
point singulier essentiel isolé) et celui de M. G. Valiron (Lectures on the 
general theory of integral Functions), 
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"4 I wave , 
puissances de 77 on dirige le calcul en remarquant que les déve- 


loppements de méme nature de la n'*™* et de la (n+-1)*™? réduite 
ont en commun leurs nm premiers termes; ces termes subsistent 
done dans les développements de toutes les réduites dont le rang 
-dépasse n; ce seront les n premiers termes du développement en 
série de la fraction continue. On obtent ainsi ce développement 
sous la forme 


Les nombres cy, cy, C2, ... sont positifs; Stieltjes donne le 
moyen d’obtenir leurs expressions en fonction des a,, mais ces 
expressions sont compliquées. Au contraire, les a, s’expriment au 
moyen des c, sous une forme trés élégante. Stieltjes pose 


CCR Coenen <M Cr 
An = a or i 5 Ao =1; 
Create Cn : Con—2 
Cy C2 Cn 
Bee C2 C3 . Cn+1 By 1; 
Ch aa see Cont 


et obtient les relations 


a = Beene ? a 1 Sars al 
2n — hon-+1 = o 
Br Bri Ap An+i 


On voit que, les c, étant donnés, pour que les a, soient positifs, 
il est nécessaire que les A, soient tous de méme signe et que les B,, 
soient aussi tous de méme signe. Puisque Ay = By = 1, él faut que 
les A, et les B, sovent tous positifs. 

Tel est le criterium auquel on reconnaitra qu’a une série entiére 


I ; : : mene 2 
en = correspond une fraction continue de la forme de Stieltjes, a 


coefficients positifs. 
Il résulte de analyse de Stieltjes, bien qu’il ne formule pas ce 
résultat explicitement, que l’hypothese 


An > oO, By O, 


BOREL ET BOULIGAND 5 
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quel que soit n, a pour conséquence que le déterminant 


Cp Cp+l oases Ch+q 
Cp+1 Cp+2 +++ Cp+q+ 


Cpo+q *++> sue Cp+2q 


est positif, quels que sowent p et q. 
En particulier, le déterminant 


Cp Cp | 


Cp+t Cp+2 


est positif, c’est-a-dire que l’on a (les cp étant tous positifs ) 


Cp+2 Cp+1 
CprhoS Cpt), 
Cp+t Cp 
G . 
Le rapport a augmente done constamment avec n; sil tend 
7 


vers une limite A, la série proposée est convergente pour 


Zs 


s'il augmente indéfiniment, la série est divergente pour toutes 


valeurs de z. Or des exemples montrent que ce cas est compatible 


avec les conditions A, > o et B, > 0. Dés lors, @ la série diver- 
gente correspond une fraction continue susceptible de con- 
verger (tl en sera bien ainsi lorsque la série Xa, divergera) : 
moyennant quoi sa somme définira une fonction analytique 
que Von peut faire correspondre ala serie. 

Mais la proposition précédente n’aurait a elle seule que peu 
d’importance pratique, car une fraction continue est d’un manie- 
ment peu commode : par exemple, il est difficile de mettre sous 
forme de fraction continue la somme de deux fractions continues, 
ou méme déja celle dune fraction continue et d'une simple cons- 


tante (ou d’un polynome dans le cas des fractions continues algé- 
briques). 

29. Aussi, Pintérét principal du Mémoire de Stieltjes réside- 
t-il dans Vintroduction d’un élément analytique plus maniable, 
dune intégrale définie, donnant naissance a la série divergente 


, : ‘ I 
par son développement suivant les puissances de =; on peut 
“a 


d’autre part, la série étant donnée, former lintégrale en passant 
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par Vintermédiaire de la fraction continue, qui sert simple- 
ment de lien entre la série et Pintégrale, dont nous allons mainte- 
nant étudier les rapports. 

Lintégrale définie considérée par Stieltjes est de la forme (') 


j -{ 4 * fla)de 

Z+U 
dans laquelle f(u) est une fonction supposée essentiellement posi- 
tive. Liintégrale J définit manifestement une fonction holomorphe 
dans tout le plan, sauf sur la partie négative de l’axe réel, qui est 
une coupure. Il faut d’ailleurs distraire, de cette coupure les seg- 
ments de cet axe sur lesquels f(u) serait identiquement nulle. 
Enfin, notons que la coupure est essentielle en tous les points 
ou f(w) n’est pas analytique; au contraire, si /(w) est analytique 
sur unsegment de la coupure, on peut prolonger analytiquement 
la fonction au dela de ce segment en déformant le chemin d’inté- 
gration, ce qui est légitime puisque FO. ost analytique; la fone- 
2++uU 

-uon définie par J est simplement non uniforme. 

Mais dans tous les cas, en excluant I’hypothése ot f(w) serait 
nulle pour les valeurs de u dépassant une certaine limite, le 
point =o est un point singulier pour la fonction définie par J; 


(1) Stieltjes considére l’intégrale plus générale 


*db(u) 

Tae 
“0 alg 
dans laquelle U(w) est une fonction croissante, qui peut étre discontinue: en un 
point de discontinuilé a, ot Y(w) subit un accroissement brusque égal a A, il 


s’introduit un terme + Ces considérations sont nécessaires pour traiter la 


& 
question en toute généralité. On doit alors se représenter une répartition de 
masses positives le long de la demi-droite Ow, de {maniere que ¥(u) représente 
la mas$e totale située sur le segment fermé (0, w). Une telle répartition peut 
présenter différentes modalités : on peut avoir une répartition admettant une 
densité f(u) partout sommable (au sens de Lebesgue), ou encore une répartition 
obtenue en placant des masses finies en des points isolés, ou enfin une répartition 
telle que toute la masse se trouve sur un ensemble de mesure nulle sans qu’aucun 
point soit le siége d’une masse finie; le cas général s’obtient en superposant les 
trois précédents, Nous nous bornons ici pour simplifier aux répartitions telles 
que Y(w) admette une dérivée /(uw) non seulement sommable, mais méme 
continue. 


6 


(ve) 
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cette fonction ne saurait-donc admettre un développement conver- 
event, suivant lespuissances de ~ GS 

I] est aisé de trouver son développement formel. On a 


co 


I u uz ue 
j= f (<-5 shar ioaed ee) F(a) de. 


Si donc on pose 


ae) 


(2) Ops i f(u) u" du CE SOs. oe Ys 
oa 
on obtient 
; Co Cie C3 
(2) Shee By, ai oe haere 
a a a & 


Nous supposons essentiellement la fonction f(u) telle que 
toutes les intégrales (1) atent un sens. Dés lors, les constantes ¢,, 
sont manifestement positives, puisqu’on a supposé /(u) positive. 

La question qui se pose est done la suivante : le développe- 
ment (2) étant donné, peut-on a aide des relations (1) déterminer 
la fonction f(u) d’une maniére unique? Dans laffirmative, i 
sera naturel de donner pour valeur a la série divergente l’intégrale 


définie 
see J(u) du 
0 S++ uU 
L’existence de plusieurs fonctions f(u), f; (uw), ... satisfaisant 


aux relations (1) entrainerait l’existence de fonctions 9(w) [telles 
que f, —f| satisfaisant aux relations 


os 


Mo) 
oe o(u) u" du (Ci Owe cet )lo 
‘0 


Or il existe bien de telles fonctions 9(w) : Stieltjes cite notam- 


ment -@ 


ae et es “ie 
o(u)=e-V" sin Vu, 


(') Le développement formel peut étre convergent, par exemple ayoir tous ses 


termes nuls, sil’on prend pour f (w) la fonction non positive (dont il sera ques- 
tion un peu plus loin) 


7 Gr ea Ah ce 
Pa) eave sin Vu, 


mais il n’a alors aucun rapport avec la fonction. 
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Pour résoudre la difficulté, il faut imposer a f(w) des condi- 

lions supplémentaires de nature a déterminer le probléme ('). La 

condition imposée par Stieltjes est que la fonction f(u) soit 

positive; il montre que cette condition détermine la solution d’une 
maniére unique, si l’on sait en outre : 


1° Que les déterminants A, et B, calculés au moyen des cy, 
suivant un mode déja indiqué, sont positifs () ; 

2° Que la série des a, (qui se déduisent eux-mémes de ces 
déterminants) est divergente. 


Dans ce cas, en effet, la fraction continue déduite de la série est 
convergente et définit une fonction analylique F(z) réguliére 
dans tout le plan, sauf sur la partie négative de l’axe réel; Péga- 
fité (*.) . ; 

* f(u) du 


eg Bie vt 


permet de déterminer la fonction f(w) (“). En effet, désignons 
par —aune valeur réelle et négative de z et par ¢ un infiniment 
petit positif. Ona 
e [ I 
eso en (ate ea u).| ————- — ————— | du 
( ) ( ) IC | ear are uU—A+TE 


<0) 


(‘) La nécessité de conditions supplémentaires pour l'unicité de la solution est 
générale dans les problémes d’interpolation, en étendant un peu le sens habi- 
tuel de ce mot conformément anx idées du n° 19 dis. Voir la note de M. Emile 
Borel sur l’interpolation (Comptes rendus, 29 mars 1897) et son Mémoire sur les 
séries divergentes, p. 82, 

(2) Il est facile de s’assurer, avec Stieltjes, que si f(w) étant donnée et posi- 
tive, on détermine les c, par les formules (1), les déterminants A, et B, seront 
positifs. 

(*) Il importe de remarquer que cette égalité n’est nullement évidente; elle 
implique que la série divergente doit avoir la méme somme, qu’on la convertisse 
en fraction continue ou en intégrale définie; c’est 1a un des résultats les plus 
intéressants du Mémoire de Stieltjes. 

(“) Nous simplifions ici le calcul de Stieltjes, grace 4 notre hypothése sur la 
continuité de (uw) qui restreint d’ailleurs la généralité de la question; notre 
analyse ne s’applique pas au cas ott les données seraient telles qu’elles deyraient 
conduire a une fonction discontinue, 
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Cette derniére expression se présente, pour ¢=o, comme une 
intégrale singuliére, c’est-a-dire ayant ses éléments nuls, sauf 
un seul (correspondant ici A u = a) qui fournit a lui seul la valeur 


hoa aie f(u)du 
ge ae" 


Pour chercher la limite de I quand ¢ tend vers zéro, introdui- 


de lintégrale. Posons 


sons provisoirement une constante positive fh et écrivons 


af oie f(u) du oe Ee af due flu) aw 2 


*) , ~ 9 9 
(u—a)?+é Sop Ee ee oR (u— ay-- 


Lorsque ¢ tend vers zéro, h restant fixe, la premiére et la troisiéme 
intégrale tendent visiblement vers zéro et l’on a 


ath . . . 
: : ate f(u)du 
lim | = lim / eee : 
hey 


E=0 E=0¢ (Cee Ie 


Supposons maintenant que, dans l’intervalle a—h, a+h, la— 
fonction f(w) soit comprise entre les limites A et B; ’hypothése 


| NE GIP 33 


entrainera 
a+h y ath oct e 
uf edu eae ef(u)du <B ik edu 
! pi eet al Ngee es ee ee 
5 (waa ++ Cee (u— a)?+ Se ON eee 
Or Vintégrale 
LI 
es eae edu 
\2? 9. 
tt pes OS, ae ODS) Sa 


est aisée a évaluer; en posant 


elle devient 
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et lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives, / restant fixe, 
elle tend vers x. Done la limite de l’intégrale I est comprise, entre 
Ar et Br, el comme h, bien que fixe, peut étre pris arbitrairement 
peut, A et B peuvent étre pris arbitrairement voisins de f(a). On 
a done 


lim = 2tx f(a), 
&=0 


c’est-a-dire 


(4) f(a) = <7 lim [F(— a — te) —F (a + ie). 


On voit ici la confirmation de ce que nous avions dit au sujet de 
la non-uniformité de F(z) en tout point ot f(w) n’est pas nul; on 
voit aussi que, si f(z) n’est pas analytique, la fonction peut étre 
prolongée au dela de la coupure, puisque la mesure de sa non- 
uniformité est 21m f(z), fonction analytique, tandis qu’il n’en es! 
certainement pas de méme lorsque /(w) n’est pas analytique. 

Mais notre but était la détermination de f(w) au moyen de F(z); 
il est réalisé par la formule (4); cette détermination est d’ailleurs 
unique et Stieltjes démontre que, dans le cas ot nous nous trou- 
vons, c’est-a-dire ot les cy sont tels que Za, diverge, il n’y a pas 
d’autre fonction positive f(u) vérifiant les relations (1). 

La théorie précédente fait donc correspondre, dans des cas 
étendus, a une série divergente, une fonction analytique déter- 
minée, Il est d’ailleurs aisé de montrer que si la somme, la diffé- 
rence, le produit de deux séries divergentes sont tels que la ¢héorie 
de Stieltjes sy apvlique, la fonction analyuque qu'elle fournit 
est la somme, la différence, le produit des fonctions analytiques 
qui correspondent aux séries dont on est part. Mais s’il est immé- 
diat que la théorie s’applique Ala somme de deux séries lorsqu elle 
s'applique a chacune d’elles, il n’en ya pas nécessairement de 
méme pour la différence ou pour le produit. C’est la une lacune 
de la théorie de Stieltjes qu'il est essentiel de combler pour 
rendre les applications possibles; ce sera précisément l’objet du 
prochain paragraphe. 

En terminant celui-ci, exprimons le voeu que ce résumé trop 
rapide ait donné au lecteur le désir d’étudier le Mémoire de 
Sueltjes. - 
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La généralisation de la théorie de Stieltjes ('). 


30. Nous avons vu que le probléme de la détermination de la 
fonction f (uw), supposée positive par les relations 


ie} 
(t) Cy = fe J(u) ur du (CO Opn Dy By a oo) 
Ai) 


ou probléme des moments, est déterminé d’une maniére unique 
lorsque les c, sont tels que, les a, étant positifs, la série 2a, soit 
divergente. Pour abréger, nous dirons que, dans ce cas, les cy, 
satisfont a la condition S, et que la fonction f(u) correspon- 
dante satisfait aussi a la condition S. 

Etant donnée une fonction f(u), i importe de savoir recon- 
naitre si elle satisfait ou non ala condition S. « C’est la un pro- 
bléme, dit Stieltjes a la page 112 du Mémoire cité, qui présente 
quelques analogies avec celui qui consiste a décider de la conver- 
gence ou de la divergence d’une série donnée. On n’en peut guére 
donner une soluuion générale; tout ce qu’on peut faire, cest 
donner quelques régles qui permettent de répondre a cette ques- 
tion dans un certain nombre de cas particuliers. » 

Il serait en effet aisé de montrer que, de méme que pour la 
convergence ou la divergence des série’, on ne peut espérer 
résoudre le probléme au moyen d'une infinité dénombrable de 
régles; la difficulté ainsi mise en évidence parait done insoluble; 
mais il importe d’observer qu'elle est plus apparente que réelle, 
comme d’ailleurs la difficulté analogue pour les séries. 

En effet, bien que Paul du Bois-Reymond ait fourni un exemple 
de série convergente dont la convergence ne peut étre démontrée 
par aucun des critéres de Bertrand, on peut dire quwen pratique 
ces ecritéres suffisent, c’est-a-dire permettent d’étudier toutes les 
séries que lon rencontre effectivement. Dés lors, si Von a 
démontré une proposition pour toutes les séries dont la conver- 
gence peut étre prouvée par l'un de ces critéres, ¢’est-a-dire pour 
toute série, telle qu’on ait, & partir d’un certain rang et pour une 


(*) Cetle section est principalement consacrée aux compléments apportés par 
E. Borel a la théorie de Stieltjes dans son Mémoire, déja cité, des Annales de 
l’Ecole Normale, 1899. 
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certaine valeur de «, 


I 


|un|< (Eom; 


on pourra appliquer cette proposition a toutes les séries que l’on 
rencontrera (aprés s’étre assuré qu’elles satisfont bien a la condi- 
lion requise) de sorte que cette proposition, en apparence parti- 
culiére, ne sera pas loin d’étre tout a fait générale ('). 

Il en est de méme pour la condition S; dans l’impossibilité ot 
nous sommes de l’expliciter complétement, nous la remplacerons 
par une condition plus restrictive, quoique sensiblement équiva- 
lente en pratique. Pour obtenir une telle condition, nous utilise- 
rons une proposition de Stieltjes, que nous prierons encore le 
lecteur d’admettre. Cette proposition, tout a fait analogue a une 
proposition fondamentale de la théorie des séries, est la suivante : 


Si la fonction f (u) satisfait « la condition S, il en est de 


; * : 3 SiG; . 
méme de toute fonction f,(u) telle que le rapport Fw solt 


constamment inférieur a un nombre positif fixe. 


{1 suffit alors de connaitre une fonction particuli¢re f(w) satis- 
faisant ala condition 5 pour obtenir une régle analogue aux régles 
de convergence que l’on déduit pour les séries de la comparaison 
avec les séries connues. 

Or, sil’on suppose 

4 


hy) SS 
Fu) e2myu — e—2TVu E 


on obtient, comme le montre Stieltjes, 


sed 
an= a 


la série 


(1) La nécessité de supposer, pour une démonstration, une série plus conyer- 
gente qu’une série connue (au lieu de la supposery simplement convergente), est 
fréquente en Analyse. C’est a cela que revient au fond la notion de convergence 
uniforme, dont l’importance est si grande. 
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est donc divergente et la fonction f(w) satisfait ala condition S.. 
Comme on peut évidemment changer u en mu, m étant une 
constante, on obtient la proposition suivante : s’il existe des cons- 
tantes A et m telles qu’on ait, quel que soit m, 


(S’) f(uy<ca e- mya. 


la fonction J(u) satisfait a la condition S. On peut voir en outre 
que silona 
FY Se ee, 


avec A< *, la fonction f(u) ne satisfait pas ala condition S. Nous 
remplacerons donc désormais la condition S par la condition S’, 
en réalité plus restrictive, mais en pratique presque équivalente. 
Cette nouvelle condition S’ a l’avantage d’étre plus explicite : on 
pourrait faire une théorie analogue a celle que nous allons exposer 
en remplacant la condition S’ par toute autre condition S” com- 
prise dans la condition S. 

Nous supposons donc que /(w) satisfait a la condition S’; nous 
supposerons aussi que les dérivées successives de f( uw) 


f(a), fe), 


y satisfont aussi, au moins jusqu’a un ordre A que nous fixerons 
ultérieurement. Moyennant quoi, nous allons pouvoir lever la res- ° 
triction fondamentale de Stieltjes f(u) >. = 
Etant donnée une fonction 9(u), non nécessairement positive, 
nous dirons que c’est une fonction de Stieltjes, si | g(w)| et ses 
dérivées jusqu’a lordre  satisfont a la condition S’. Nous allons 


prouver que si l’on pose 
(2) Cue f o(u) u” du (Cs "O Rail OP a eens 
/ 


ces relations déterminent complétement o(w), les c, élant donnés, 
ston leur ajoute la condition que o(u) doit étre une fonction 
de Stieltjes. 

En effet, s'il existe une autre fonction de Stieltjes U(w) satis- 
faisant a ces relations, en posant 9(w)=o(u)—wU(u), nous 


aurons 


(3) o=f O(u) u? du CSR OR MY ORG aie 


belt) 
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Drailleurs 9(w), différence de deux fonctions de Stieltjes, est 

une telle fonction, c’est-a-dire quwil existe des constantes A et m 
telles que 


(4) | O(w)|<Aen-mve, 


Mais il résulte des propositions de Stieltjes que la fonction 
positive : 
(Wi) Ae-m Va 


est telle que les relations 
(5) v= f m(u) u? du Gite Oy, Hy Dep ae hiees) 
. 0 


ne peuvent étre vérifiées (pour les mémes valeurs des Yn) par 
aucune autre fonction positive a,(u). Or, si l’on pose 


w,(u)= w(u) + 0(w), 


il résulte de Vinégalité (4) que la fonction «,(«) ‘est positive, et 
des relations (3) et (5) que ona 


ea 


v= f oy, (u) ur du (GAS Ocele Da Oe 


0 


Il y a done contradiction, a moins que 9(w) ne soit identiquement 
nalle, c’est-a-dire que 9(w) = (wu), ce qui démontre notre pro- 
position d’unicité. 
La série [| divergente si o(w) n’est pas nul idenuquement au- 
dessus d’une certaine valeur de w| que l’on déduit de Vintégrale 


po 


Se eB U 
sera dite une série de Stieltjes, dans le cas ott o(w) est une 
fonction de Stieltjes. 

Malheureusement, le lien que la fraction continue établissait 
entre la série et l’intégrale, dans le cas ot o( uw) > 0, n’existant 


plus, nous ne pouvons plus donner de méthode simple pour 
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reconnaitre qu’une série divergente donnée est une série de 
Stieltjes et pour calculer la fonction ¢( wu) correspondante ('). 

On peut cependant donner une condition nécessaire pour 
qu’une série soit une série de Stieltjes; ona 


C= | o(u)ur du 
v9 
Cy 


on en conclut 


ry 
omit< [ Nemmve ur du: 
xe 0 ‘ 


d’ou, en calculant lintégrale par le changement de variables, 


t2 

ULB as ae 
m2? 
et en désignant par B une constante 

|¢n | << B(2n+1)! 


Cette condition, qui limite la rapidité de croissance des c,, est 
nécessaire pour que la série donnée soit une série de Stieltjes. 

On peut faire aussi les remarques suivantes : supposons qu’une 
série soit une série de Stieltjes, nous pourrons la mettre sous la 


“o(u)du 
eo IES 


g(w) satisfaisant a la condition S’. Posons 


forme 


he = oe) 7 eke) ) Flu ee 


2 2 


nous obtenons ainsi deux fonctions non négatiyes, satisfaisant 
elles-mémes a la condition S$’. On pourra donc, en remarquant 
que lona 
g(u) = f(u)— fi(u), 
[sees Safety ae i‘ | Alu) du 


pep Fg yi Bea, 


eo “0 


(1) En terminant ce Chapitre, nous indiquerons cependant des cas o& Von 
peut aujourd’hui répondre affirmativement a ces questions. 
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4) 
mettre la série initiale sous forme de la différence de deux autres 
séries analogues, 4 chacune desquelles correspondra (puisque S! 

x Kor. é 3 5 
entraine S) une fraction continue de Stieltjes convergente. 


Réciproquement, si la série initiale peut se mettre sous forme 
dune telle différence, on pourra l’écrire 


© fa)— fr) 
af: du, 


Z+u 


le numérateur f(w) — (uw) se déduisant de la connaissance des 
deux fractions continues. I] sera alors possible de reconnaitre si 
cette fonction et ses dérivées satisfont bien aux inégalités dont 
Vensemble constitue la condition S!. 


31. Mais nous avons hate d’arriver aux propositions essen- 
tielles qui sont la base des applications de la théorie : ce sont les 
propositions relatives 4 la possibilité d’appliquer aux séries de 
Sueltjes les opérations fondamentales de l’Algébre et de Ana- 
lyse : addition, soustraction, multiplication (‘), différentiation. 

Relativement a addition et a la soustraction, nulle difficulté; il 
est clair que la somme ou la différence de deux séries de Stieltjes 
en est une autre. 

Occupons-nous maintenant de la différentiation, plus facile 
a traiter que la multiplication. 

Soit 


Shee 1 
(1) Ea | a. 
0 


avec 


me 


i | o(u) uw" du CUP=E, CPR OE Ieee 
sa0 


de sorte qu'on a le développement divergent 


Co Cy Cy C3 


BC 5 2 t rm) ot feats 
Je dis que la série 
Co 2c; 3 C2 4 C3 
(2) PoCzZ = a aes Ege aaa 


(1) On pourrait déduire, dans des conditions déterminées, une régle de divi- 
sion de la régle de multiplication, mais nous n’en aurons pas besoin et les con- 
ditions restrictiyes 4 introduire seraient d’ailleurs une géne. 
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est aussi une série de Stieltjes, qui représente bien la dérivée / 


de F(z). 
On a, en eftet, 


o(tu) due 
DECOR if (eye Laney 


d’ou, en intégrant par parties, 


Sy ha tae LO) = o'(u)y du 
OS eet z a. Zee 


On voit que le développement de F’(z) fournira une série 
Stieltjes, puisqu’on suppose que o/(w) est une fonction 
Stieltjes. Posons 


eee coe 
(3) Ez) = Pee see oe es 
On a 


; 
Be 


of o (udu =o, 
Os 


VS = fe uro'(u) du (n> 0); 
i) ‘ 


x€ 


puis 


d’ou, en intégrant par-parties, 
Yn=— [ut o(u)}% +f TU UNO (Gt OU UC ate 
0 


Les développements (2) et (3) coincident donc. Go On Ee De 


de 
de 


Il nous reste a prouver que le produit de deux séries de 
Stieltjes est une serie de Stieltjes. Dans ce but, désignons par 


(uw) et o(w) deux fonctions de Stieltjes et posons 


* f(a) du 


Bites 
wh ae 
*o(u) du 
P( ee) [ eeuyide . 
Ne Zu 
Soient d’ailleurs 


Oniss if [(w) un du, aes [ o(u) udu CV SSOn Fe S, Oe we. 


10, 0 


/ 


& 
x 


ah 


~~ ar oor l ee 


F 
4 
: 
4 
; 
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de sorte que les développements formels de F(z) et ®(z) sont 


Co Ci Co C3 
ee oe a a 

B Z- 4) zk 

. Yo 7 Yo v3 
D(z) ee as aoc it 1 ne — +. 

& Z- Ag oh 


Il s’agit de prouver que ona 


c’est-a-dire que le produit par s de la série du second membre est 
une série de Stieltjes, telle que l’intégrale correspondante soit 
égale a sI'(z)®(z) : en d’autres termes, on doit prouver qu il 
existe une fonction 9(w) telle qu’on ait a la fois 


ewes rade eo BLE \ Lt 
zF(2)@(2)= f ear. 


Bf 
Con C1Yn—-1 ee et ente= f 0(u)u” du (7ie=stOe Ue epee 
9 


Les expressions de F(z) et de ®(z) donnent immédiatement 


ZF (2) ®(z =f che 4 f (uw) 9(e) du de g(y) du de | 


(BU) (E+ e)- +9) 


On a remplacé, dans l’expression de ®(z), la variable d’inté- 
? b) 
grauon wu par ¢, afin de pouvoir écrire sans confusion l’intégrale 
double. Nous allons maintenant transformer cette intégrale. 
8 


Ona 


wg I ° u 
(zs+u)(z+e) alte =a) 


de sorte que, si l’on désigne pour abréger, lintégrale par J, on 
peut écrire 


emai: p u 
v= f a: gs — eg) $0 HO) deca. 


L’intégrale J a un sens, malgré la présence du facteur » — uw en 


dénominateur, puisque ce facteur se retrouverait en numérateur 
dans la parenthése. Mais il n’en serait plus de méme si l'on 


wut 
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décomposait Vintégrale J en deux autres, en séparant les deux / 
termes de la parenthése. Chacune de ces intégrales serait / 

/ 
dépourvue de sens. / 
Pour éviter cette difficulté, nous allons modifier lexpression 


de J; tragons deux axes rectangulaires Ow et Ov et figurons les 


droites 
UE =p al alegre 


¢ désignant une constante positive. 

Nous désignerons par D, le domaine obtenu en supprimant de 
la portion du plan ott les coordonnées w, » sont toutes deux posi- 
tives, la bande comprise entre ces deux droites. Ce domaine D, est 
représenté et couvert de hachures sur la figure 8. 


Cela posé, on peut écrire 


J=lim f fee! ss Uae ps ea 
D; 


Bao 9—Uu +0 S+u {| 


avec 


yess lite ec 


E=0u poe Ue) Se) 
Fite u f(u) o(e) " 
Jasin ff Ge au ao, 


en supposant toutefois que les limites existent, ce que nous allons 
incessamment vérifier. Les intégrales doubles considérées ont, en 
effet, un sens, tant que ¢ n’est pas nul, puisque la droite wu =e 
est en dehors du champ d’intégration. 
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Occupons-nous d’abord de J,. Posons 


J, (e) ih EIN) 9) ee ee 
Jp, (=e) — u)(s+P) 


Ona evidemment. 
nian f EO ( ( +f aK Meade) 
0 B+? te 


Nous devons d’abord calculer la somme d’intégrales (' ) 


ee fie f(u) du. 
és 9 ae ee 


Or, on a évidemment 


J(u) du 


U—— 9 


= f(u)log|uw—e| — fru) log|u—v| du. 
On en conclut que la somme d’intégrales cherchée est égale a 
J(e— =<) loge — f(o) loge — f(» + <)loge 
y—e Dn 
—f /'(u) log(e— uw) du =f f'(u) log(u—») du, 
Jo 


car f/(%) est nul. Or, le produit 
[fie=—= 6) —f Oe) logs 


tend visiblement vers zéro avec ¢, puisque la fonction f/(w) admet 
une dérivée. On a done finalement 


ns vel IEE, et = — fle)loge — f f'(u) log |u—e| du. 
= 0 


En posant 
I (0) loge +f J (wu) log|u—e|du=u(Pr), ‘ 
0 


on obtient ainsi la formule 


an = ; : ( 
lim I(e)= i= fo AC ESD 
0 


Sa=0 Z+p 


(*) On peut remarquer que celte somme est précisément ce que Cauchy appe- 
lait la valeur principale de l’intégrale 


(oe 
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De méme, en posant 


2(o)logu + | o'(v)log|u—v|du=m(u), / 
vo f 
on aura 
; *u f(u)m(u) du 
=f eae 


On a done finalement 


j =i+h= [ pp heim) + PCH) CY) 
0 


B+ uU 


Il est aisé de voir que la fonction 
O(uw)=u[f(u) mw) + o(u) (uw) ] 


est une fonction de Stieltjes en méme temps que f/(w) et o(w); i 
suffira pour cela de remarquer que l’on a aisément des limites 
supérieures des intégrales qui figurent dans les expressions de 
m(u)etde p(w); quant aux facteurs logu, ils sont pour w= 0, 
détruits par le facteur uw qui figure en dehors des crochets; on 
voit dés lors immédiatement que si l’on a 


| f(a) |< N emmy ue, lo(u)| < Aermve, 
on a aussi, pour wu assez grand, 
| O(w)|<e-m'vu, 


pourvu que m’ soit inférieur a m; et comme O(w) est toujours 
fini, il existe un nombre A! tel que l'on ait, quel que soit u, 


| 0(u) |< Alenm' Vu, 


La premiére partie de notre proposition est donc démontrée : il 
est prouvé que le produit s F(z) ®(z) est une série de Stieltjes ; 
il s’agit maintenant de faire voir que cette série s’obtient en multi- 
pliant les séries sF (3) et ®(z). On pourrait le vérifier en caleu- 
lant directement les intégrales 


x 


O(w) uw du, 


calcul un peu long, mais sans difficulté. Il vaut mieux remarquer 
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que cette vérification est inutile, ear, comme nous avons déja eu 
l'occasion de le rappeler, les régles du calcul sont indépendantes 
de la valeur numérique des lettres sur lesquelles on opére; or 
dans le cas ot les séries F(z) et ®(z) sont convergentes, c’est-a- 
dire f(w) et o(w) sont nulles pour wu assez grand, il est clair que 
la vérification doit s’effectuer; l’hypothése que f(w) et (wu) sont 
nulles pour w assez grand n’y interviendra d’ailleurs pas, puisque 
les intégrales sont prises jusqu’a Vinfini et que, dans tous les cas, 
non seulement f/(w) el ¢(u), mais les produits u”f(w) et u”o(u) 
s’annulent a Vinfini. 

Le calcul de vérification est donc inutile et notre proposition se 
trouve complétement démontrée. 


32. On peui résumer les diverses propositions précédentes en un 
seul énoncé : 


Soent Vi, V2, +++) Yn des séries de Stieltjes et 
(Shay Vahey Mes SI a sy ns tee POY) 


un polynome par rapport a ces fonctions et & leurs dérivées ; 
ce polynome est une série de Stieltjes que l’on obtient en cal- 
culant sur les séries comme si elles étaient convergentes 
(pourvu que lordre de deérivation, laissé indéterminé dans 
Pénoncé de la condition S/, soit au moins égal a l’ordre de déri- 
vation le plus élevé 2, qui figure dans W). 

Il est manifeste qu’une série de Stieltjes ne peut représenter 
zéro que si tous ses coefficients sont nuls; en effet la fonction 


Oe Ae 
0 


&-- Ut 


ne peut étre identiquement nulle que si f(w) est identiquement 
nulle, et dés lors, tous les c, sont nuls; d’autre part, la seule 
fonction de Stieltjes qui corresponde a des c, tous nuls est évi- 
demment une fonction identiquement nulle. 

On peut done ajouter a l’énoncé précédent que Von aura 


Won, SI %- 2 ns Soe) =a ON 
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dans le cas et dans le cas seulement ou la série de Stieltjes 
obtenue pour V est identiquement nulle. 

Enfin tout ce qui précéde s’étend sans difficulté au cas ou les 
coefficients du polynome W, au lieu d’étre constants, sont des 
polynomes en s, car en divisant par une puissance convenable 


de z, on aura pour coefficients des polynomes en = lesquels 
peuyent étre considérés comme des cas particuliers de séries de 
Stieltjes. 

On peut dés lors énoncer, en particulier, important théoréme 
suiyant : 


Sotent : 
eA Ccbe RMN IA ores ee) et (0 


une equation différentielle algcbrique et 


e G Cy CG. 
S op ES 
a eke oazit 
une série divergente qui la verifie formellement, si cette série 
G 
est une série de Stieltjes, elle définit une intégrale de l’équa- 
tion différentielle. Car, celle-ci étant vérifiée formellement par 
la série y, la fonction de Stieltjes obtenue par cette substitution a 
tous ses coefficients nuls et est par suite identiquement nulle; 
ainsi la substitution de y annule le premier membre; done y est 
bien une intégrale 
Pour donner un exemple, considérons la série déja citée (n° 20) 
*e-& du 1 1 Dyer ae al 
VY es ean) + BS SS 


% B =? z3 zt se 
i ae ea ee al Z z 


qui est visiblement une série de Stieltjes. Il nous suffit de la 
dériver pour constater qu'elle vérifie léquation différentielle (elle- 
méme signalée, (hid. ) 


I 


Les fonctions de Stieltjes nous fournissent ainsi un premier 
exemple dutilisation des séries divergentes pour lintégration 
effective des équations différentielles, c’est-a-dire pour la déter- 
mination précise de leurs intégrales au moyen d’un développement 
divergent. 


_— 
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Malheureusement, le champ des applications de la théorie pré- 
cédente ne peut étre qu’assez restreint, puisque les séries de 
Stieltjes ne sont aptes qu’a représenter des fonctions analyluques 
admettant comme unique singularité un segment rectiligne ('), 
c’est-a-dire une classe de fonctions en somme trés particuliéres. 
Crest seulement aux équations différentielles admettant une solu- 
tion de cette nature que la théorie pourra s’appliquer. La théorie 
de M. Borel, que nous développerons au Chapitre III, et qui 
englobe celle de Stieltjes, offrira justement l’avantage d’une géné- 
ralité beaucoup plus grande. 


32 bis. Terminons cet exposé en signalant divers travaux rela- 
tifs au probléme des moments. Dans un Mémoire publié en 1900 
dans les Annales dela Faculté des Sciences de Toulouse, M. Le 
Roy en a donné, dans des cas étendus, une solution explicite : 
notamment, elle s’applique aux suites c, définies par une relation 


du type suivant 
Co Gi), 


G(t) désignant une fonction entiére ayant son module maximum 
moins rapidement croissant qu'une expression de la forme e rie 
a désignant un nombre positif fixe inférieur a lunité (*); dans 
ces conditions, il montre que la fonction 9(x), qui prend place 


dans les formules 


an 


ote Bn 9 (a) de, 
6 

est comparable, pour les. grandes valeurs positives de w, a une 
exponentielle e~“*, ot hk désigne une constante positive. C’est 
donc-une fonction de Stieltjes, au sens précédent. Pour les autres 
‘ormes des ¢, permettant la résolution, nous renverrons au 
Mémoire de |’Auteur, qui nous occupera ultérieurementa d’autres 
litres. 

Plus récemment, le probleme des moments a fait lobjet de 
recherches de MM. Hamburger (Math. Annalen, t. 81 et 82), 


(1) Un changement simple de variable permet de supposer ce segment quel- 
conque; on pourrait aussi le remplacer sans difficulté par un are de cercle. 

(2) On peut supprimer cette périphrase et dire que G(t) est une fonction 
entiére d’ordre apparent inférieur a l’unite. 
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Rolf Nevannlina (Ann. Ae. scient. Fennice, série A, t. XVI, 
n? 5), M. Riesz (Archiv. for Mat., 1921,- 1922, 1923), el 
T. Carleman. Dans son livre récent sur les fonctions quast ana 
lytiques ('), M. Carleman démontre le résultat sulvane. = = 


Le probleme des or eniene Stieltjes : aaa 


a ~ es . tease E . oe “Ts 
ue er dt a) =e, -- pete 
(ue ee BENS oa ar 


" g ' " $v é « ; ERTIES 
est bien déterminé st la série aS Ven 
‘ : 5 Ci 


diverg e. 


ak eee Patty's age 


wy 


(1) Gauthier-Villars, Paris, 1926 (Collection E. Borel). mS Pe 
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LA. THEORIE DES SERIES SOMMABLES. 


Quelques remarques préliminaires. 


33. Soit S, la somme des n premiers termes d’une série numé- 


rique 


Les S, forment un ensemble ¢; soit c’ son dérivé ('). Suivant 
que « comprend un point unique, ou plus d’un point, la série sera 
dite buen déterminée ou oscillante. En cas de détermination, il 
y aura convergence ou divergence suiyant que la limite des S;, 
est finie ou infinie; si la série est oscillante, elle pourra étre, 
avec o’, bornée ou non bornée. Soit une série bornée, appelons s 
et S les bornes inférieure et supérieure de a’, on dit aussi que ces 
nombres sont les sommes inférieure et supérieure de la série. 
Dans le cas d’une série oscillante quelconque, on peut extraire de 
la suite des S, une suite partielle tendant vers n’importe quelle 
valeur de a : mais cette remarque a peu d’importance, la somme 
généralisée qu’on attribue a une série pouvant ne pas appartenir 
ag’. Tel est le cas pour la série d’Euler 


Ja Oe iy 


L’ensemble ¢’ se compose alors exclusivement des valeurs o et 1. 
La somme généralisée, définie par la méthode de la moyenne 


(1) Si tous les S, sont égaux, tous les points de o coincident; Je dérivé o’ 
comprendra alors un point unique, celui avec lequel coincident tous les points 
de o. Notre définition suppose donc implicitement que l’on considére comme dis- 
tincts deux points de o proyenant de valeurs différentes de l’indice n (méme 
s’ils coincident). 
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} ae ; ot cca 
arithmétique, c’est-a-dire par 
Sct ess aac Slip 


li 
im , 
n= rt 


a pour valeur = 

Ainsi que nous l’avons dit en commengant, les procédés de 
sommation sont des plus variés. On suppose essentiellement que 
chacun de ces procédés satisfait a la condition de permanence, 
c’est-a-dire fait correspondre a chaque série bren déterminée une 
somme égale a la valeur unique dont se compose alors a’. Mais on 
ne saurait se contenter de comparer chaque méthode de somma- 
tion avec la méthode initiale qui consiste a calculer, lorsqu’elle 
existe, la limite des S,. Il faut encore comparer les méthodes de 
sommation entre elles, pour savoir si elles donnent des résultats 
concordants et si elles jouissent d’une efficacité plus oa moins 
erande. Avant d’étudier de telles questions, nous passerons en 
revue quelques procédés ‘particuliers et montrerons leur intérét 
par des applications simples. 


Incursion dans la théorie des séries trigonométriques. 


34, Un examen portant sur quelques points de la théorie des 
séries de Fourier nous guidera utilement pour la suite; nous allons 
montrer le parti qu’on y peut tirer de deux idées bien distinctes, 
qu’on rencontre justement a la base des méthodes usuelles de 
sommation. 

Soit f(x) une fonction intégrable dans Vintervalle (0, 27). 
Considérons la série 


‘ Ay Py - 
(1) > a cose + GSN. Ap COSML + Op Sime... 


dont les coefficients a, et b, se calculent par les formules 
2 


2 270 
1 i I Se 
an= = { J(t) cosnt dt, Dy ip J (t)sinnt at. 
T ™ J, 


v0 


L’hypothése de la continuité de f(a) ne suffirait pas a entrainer la 
convergence de (1). 


Bite 
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Nous allons démontrer, avec M. L. Féjer ('), qu’en chaque 
point x) ou f(x) posséde une valeur limite a droite et une 
valeur limite a gauche, le procédé déja mentionné de la 
moyenne arithmétique assigne a la série (1) une somme égale 
a la demi-somme de ces deux valeurs limites. Notamment, 
si f(x) est continue, la somme au sens indiqué de la série (1) sera 
égale a f(z). 

Pour Pétablir, partons de lexpression bien connue de 


nm 
~ a 1 
Sn(%) = a +>, (Am, COSM Ly + Op sinm xo), 
x . 1 
a Savoir 
ee 
2 » 5 ; 
: 2 ( f(xo+2t) + f(%o— 2t) sin(an+r)t 
Sn (20) a ee ; a Bore dt, 
ears ‘ 


0 


laquelle résulte aisément de la sommation de cosinus d’arcs en 
progression arithmétique et d’un changement de variables. Appli- 
quantscette formule: pour -les* valeurs 0, 1,2, ..«:,,7 —1° de 
Vindice n et ajoutant, on trouve facilement le résultat suivant 

2 


Sot Sy+...+ Spi 2 Ae ne) i? 
—— ¢ 
? 


le eae i 


ML ua 0 2 


en faisant dans les deux membres f(t) = 1, il vient en particulier 


. 2 sin zt \? 
(3) 1 ak [ ( sin¢ ) eu 


«Jo 


Or des relations (2) et (3) nous déduisons 


Sot Sit... Sri mg J (20— 9) + [ (a+ 0) 
n 2 


(4) 


wy] =| 


: p [ee ord (Se) ae 


he Dy 2 . Siné 


Remarquons maintenant qu’en appelant h un nombre positif fixe 
q [ p p ) 


(1) Math. Annalen, t. 58, p. 51: Le résultat s’applique indifféremment, 
que f(z) soit intégrable au sens de Riemann ou au sens de Lebesgue, dans 
Pintervalle (0, 27). 
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moindre que ou Vintégrale 


Deora SOI ENV 
) ( - ) dt 
ne J, sin? 


wia 


peut étre rendue arbitrairement petite en prenant 7 saffisamment 
grand. En effet, cette intégrale est moindre que 


wis 


aes sin? nt die : 
~ in? 7 —— : 
nz sinzh h 2nsin2h 


Cela posé, appelons 2¢ un nombre positif arbitraire, commen- 
gons par déterminer h de maniére que dans |’ intervalle 0 <¢<h, le 
crochet sous le signe d’intégration, au second membre. de (4), 
soit moindre en valeur absolue que ¢ (‘). Alors, en vertu de (3 )et 
du théoréme de la moyenne, la portion de I’ ate rale provenant de 
Vintervalle (o, h) sera moindre en valeur absolue que ¢, quelle que 
soit d’ailleurs la ee de n; A étant ainsi fixé, choisissons main- 
tenant n de maniére a avoir 


I 
2nsinzh 


Mire LEB 
Le premier membre de (4) deviendra ainsi, en valeur absolue, 
moindre que 2¢. Ge0e Fi -D. 

On peut faire encore la remarque suivante : si en un point Xo, 
la fonction f(z) est continue et si la série (1) converge en ce 
point, sa somme est nécessairement /( 2); c'est une conséquence 
du fait que le mode de sommation étudié satisfait a la condition de 
permanence. 

Grace a ce mode de sommation, nous possédons, par le théo- 
réme de Féjer, un énoncé général releut ala représentation d’une 
fonction continue quelconque au moyen d’une série trigonomé- 
trique. 


d4 bis. Nous allons maintenant montrer qu’un énoncé analogue 
peut s’obtenir dans une yoie différente de celle qui précéde. Au 


(1) Cela est possible, en vertu des hypothéses sur les propriétés limites de JT (&); 
au point 2). 
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lieu de prendre ici des moyennes de sommes successiyes, nous 
substituerons 4 la série 


(1) UG aw Uys ae =U so. 5 
une série de la forme 
(2) Uo rly r2tg.o.ET™Unt-.-; 


qui sera conyergente, avec une somme s(r) pour 7<1. Nous 
montrerons que s(7) tend vers une limite s bien déterminée 
lorsque 7 tend en croissant vers 1, dans le cas ot l'on a 


Un = a, cosnd+ b, sinnd, 


a, et b, étant les coefficients de Fourier attachés a4 la fonction 
continue /(9); et en outre que cette valeur limite s est précisé- 
ment égale a /(@). : 

Au point de vue formel, le procédé ainsi décrit consiste dans 
Vintroduction des facteurs r” qui font passer de la série (1) a une 
série convergente, et qu’on appelle pour cette raison des facteurs 
de convergence. 

Considérons 9 comme l’abscisse angulaire d’un point M sur un 
cercle de rayon unité, et supposons la fonction /(@) continue et 
uniforme sur ce cercle (elle sera donc périodique, de période 27). 


En un point P du rayon OM tel que OP =r, la valeur de la fonc- 
tion harmonique dans le cercle, continue sur sa circonférence et 
s’'y réduisant a /(9), est fournie par l’intégrale dé Poisson ('). 


eit, 
I— 2arcos(«—6)+ 7? 


: 27 
3 i 
(3) Fi, Q= sf fe) 
; : 
Or, on peut écrire, en développant la fraction sous le signe d’inté- 
gration par rapport aux puissances de + 


ae 
1— 2r cos(a — 8) + 7? 


(4) 


=I1-+27rcos(a— 9) + 272cos2(a—O)+... 


+ 2rcosn(a—)-+..., 


développement qui converge uniformément lorsqu’on fait varier ~ 


(‘) Voir par exemple le Tome II du Traité d’Analyse de M. Picard, Chap. I, 
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entre 0 et 27, car il est majoré par le développement convergent 
Tor or? 1. + 2rr ian, 


indépendant de &. 

On peut donc, aprés avoir multiplié les deux membres de (4) 
par f(a), intégrer terme a terme, ce qui donnera, en vertu de la 
définition des a, et bp, 


Gay) = a + r(a,cosé + b sind)+...+77(a,cosn9+6,sinn8)+.... 


Ainsi que nous l’avons rappelé, on démontre que I(r, 4) défini 
par la relation (3) tend vers f(9) lorsque r tend en croissant vers 
Punité. On a done bien 


of CO) lion, [<2 +7r(a,cos§-+6,sin9)+...+-7"(a, cosn0) by sina) ben]. 
r>4-[ 2 


En résumé, étude de la représentation par développements 
trigonométriques des fonctions continues attire notre attention 
sur deux principes de sommaton : 


i° Le principe des moyennes; 
2° Le principe des facteurs de convergence. 


Dans un exposé didactique, il suffit pratiquement de se rat- 
tacher a l’un de ces principes. 

Nous choisirons le premier ('), dont M. Borel a fait l'étude sys- 
tématique, et serons ainsi amenés, de la manieére la plus naturelle, 
a d’autres processus sommatoires. 


Méthodes basées sur les moyennes : sommations de Cesaro 
et de Holder. 


30. Nous avons déja montré VPutilité de la méthode de la 
moyenne arithmétique, qui consiste a définir la somme d’une 
série par la limite de 

Sit So+...+ Sn 
nr 


(*)’ Nous parlerons de la méthode des facteurs de convergence dans |’Appendice 


n° 85-88 inclus). Nous montrerons qu'il n’y a d’ailleurs entre cette méthode et 
celle des moyennes qu’une différence de forme. 


ae » fe ; f ue : P C 
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La premiére application, d’un caractére général, qui ait été 
faite de cette méthode, parait due a M. Cesaro ('). Elle est rela- 
tive a la multiplication des séries. Etant données deux séries 


convergentes 
(1) ig + Uy + Ug+..., 
(2) : Po + Oy +b Pete. 


Cauchy nous a appris a mettre leur produit sous la forme 


(3) Ug Po + (Uy Py + Uy V0) + (Ug ¥2-+ Uy P44 Ug Pq) +... 


Lorsque les séries (1) et (2) ne conyergent absolument ni l’une — 
nt autre, il peut arriver que la série (3) soit divergente. Néan- 
moins nous allons montrer avee M. Cesaro qu’elle est en tout cas 
sommable par la moyenne arithmétuque, et que la limite de 


est égale au produit des sommes des deux séries (1) et (2). 
Posons pour abréger 


Ug ¥n tt U4 0n—1 +. -- Un Po = Wn, 


On a visiblement 


Wi = Up Vat Ui Vn +... + Un Vo, 
dot 
Wo aay teteeee ee i aint Win gq tes Nite oie he U,Vo 


te 1 ae rae 


Sachant que U, tend vers U et V, vers V, tout reyient a prouver 
que le second membre tend vers UV. En effet, ce second membre 
peut s’écrire 


Up Vn. Up Vin— pi = Up, Vasp ee + Unep Vp 


Tea (i eh 


j Un—pit V5 Se UF Vo 
; ee : 


en appelant p un entier vérifiant Pinégalité 2p <n. Faisons 


(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIV, 1890. 
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croitre indéfiniment p etn de maniére que p ‘7 tende vers zéro. 
Les suites U, et V, étant bornées (puisqu’elles possédent des 
limites) les termes extrémes tendent vers zéro, tandis que le terme 
médian, quotient par n-+-1 den —2p-+ 1 termes tendant vers 
UV tend lui-méme vers UV. Ci Oesr EDs 


36. Pour étendre une telle proposition, comme aussi pour 
eénéraliser (voir n° 40) le théoréme de Frobenius énoncé dans 
Introduction, il était indiqué d’itérer les opérations de moyenne, 
et de poser par exemple avec [Holder (') 


pit Sy, Ses. 4 Oi 
7 


AD WO hE ae A, S(t 1) Sane en 
Vie TRS ae Rees ee es 


et, d'une maniére générale, 


[Serene eee eee ashe 


a 
n = 


A supposer que la limite, pour 7 infini, de A‘ existe, on dira que 
la série est sommable d’ordre & par les moyennes itérées de Hélder 
ou, plus briévement, sommable (H, k). 

En vertu des inégalités presque immédiates (') 


= b) 


lim WE" <i ik) <j lim Ale ‘)< lim AE—® 


cette définition satisfait bien a la condition de permanence, quel 
que soit indice &. En outre, nous avons une suite de procédés de 


(‘) Pour Ja rédaction des n° 36 a 41, nous avons consullé les ouvrages sui- 
vants: Hopson, The theory of functions of a real variable and the theory of 
Fouriers Series, t. 11 (Cambridge University Press, London). — Knopp, Theorie 
and Anwendung der unenlichen Reihen (J. Springer, Berlin). 

(7) Le symbole lim désigne ici et désignera par la suite la limite inférieure 
dune suite de nombres, le symbole lim désignera de méme la limite supérieure. 


Par définition, la relation lim wu, = / signifie que, quel que soit <(> 0), il nya 


dans la suite }u,,{ qwun nombre fini de termes </—e, mais qwil y en a une 
infinité compris entre /—e et + <¢. Pour démontrer par exemple la premiére des 
inégalités ci-dessus, il suffit de noter ceci: le fait que les par) inférieurs 4 une 


valeur donnée sont en nombre fini entraine le meéme fait pour les Ae inférieurs 


a ladite valeur. 
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sommation 


MH, i) 3 (Ha), RH ey, Ge 


vt 


telle que deux d’entre eux soient liés par une relation d’ordre 
soient deux entiers positifs distincts & et kh’. Si Ponak<k’, 
chaque série sommable (H, #) le sera (H, 4’) avec laméme somme, 

Mais d’autres voies s’ouvraient pour les généralisations précé- 
dentes ; Cesaro posa (') 


Secs luge ell y es tat 
Sh =So+S1+S2.4...+5Sn, 
S7- =S8t+8!+8$4+...+S8), 
Saab pl ete bt ene mS ee oe p 
Sea ESE Shae Se 


relations par lesquelles on peut définir de proche en proche Si}, 
Sag eras) 


n? mn) 
roitats oC So, Si, «++, Sn. On peut noter immédiatement que le 
coefficient de S, dans l’une de ces formes sera toujours l’unité, 
que les coefficients de S,_;, S,-2, ... seront indépendants de n : 


ce fait, évident pour les premiéres valeurs de, s’étend sans peine 


.. comme formes linéaires a coefficients entiers et 


par récurrence. On peut donc poser 
sé ==] S}aes Ye Sp-at yESp—o+. 2a eae Sy + a irore 


De la forme de cette relation, il découle que poate vn sont 
les coefficients de S, dans les développements linéaires de S" (sui- 
vant S5,5,), de Sf (suivant So, S,, S2), ..., de S* suivant ‘Sx Si 
Sz, ..., Sn). Revenons a celle des relations initiales qui donne S\"' 
et écrivons que dans les deux membres développés linéairement 
en Sy, S1,:+++, Sn, le coefficient de S, est le méme. Nous obte- 
nons la relation 


(1) Yen Sib yg eye. i. 


(‘) Toute forme linéaire des n-+-1 premiers termes uw), U,,..., U, d’une série 
est aussi une forme linéaire de S,, S;, ..., S,. On passe de la premiére a la 
seconde par la transformation d’Abel. D’une maniére générale, en vertu des for- 
mules ci-dessus, notre forme linéaire pourra s’exprimer aussi en fonction de Si, 


Sf, ..., SK ; on sera amené a itérer la transformation d’Abel. 
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I] s’ensuit que expression 


sue nS Gi vk = alt 
ek Si ae Sr+ 74 Sy tae 1S Snot ee Ya yn So 
Oe el ee Po yh wh ah 
Nae ryt ye. ot yh in 


est une moyenne linéaire des éléments 5, Sr ae ie val seks Vee) © 


. koweak 
obtenue en les affectant respectivement des poids 1, 7;, 75; ++ +> 


ail yaa 
7/n—12 (n ( i 

Il est d’ailleurs facile de calculer y’''. Nous avons en effet, 
daprés la relation de récurrence (1), 
(2) yi l = ynh b vh 
posons 

vi = Gr ks 

nous aurons 


eee Us vk" 
Chek eas Ci k= ae Ci as 


formule récurrente qui est|justement satisfaite par le nombre de 
combinaisons sans répétition de rn +k lettres prises / a & (ou 
encore n a7), ce qui donnerait 


(3) ita (A+1)(k a be (AS Stee ° ae) (2) ret yet. 

Pour justifier complétement cette formule, il suffit de remar- 
quer qu’elle donne bien, quel que soit n, en faisant k=o, la 
valeur y}=1, et quel que soit 4, en faisant m = 0, la valeur iy eer 
Dés lors, tracons deux axes de coordonnées Ok, On, mar- 
quons les points 4 coordonnées entiéres et positives : lexpres- 
sion (3) est valable pour ceux de ces points qui se trouvent sur 
les demi-droites Of, On; d’autre part l’équation récurrente 
indéfinie (2) permet, connaissant les valeurs de y/,"' sur ces demi- 
droites, d’en déduire les valeurs de la méme expression en tout 
point a coordonnées entiéres et positives; ainsi l’expression (3) 
satisfait 4 la fois aux conditions aux limites et a l’équation récur- 


(*) Par contre, l’expression h‘/) introduite par Hélder n’est pas une moyenne : 
nS,+ (n—1)S,+...+5, 
; n° 

minateur n’est plus la somme des coefficients figurant en numérateur. C’est - 
seulement a la limite que ces quantités deviennent des infiniment grands équi- 
valents. 


ainsi, en prenant k = 2, il yient k 2) = » et le déno- 


2 Carte ahréevati F Te ee Q Set evs eis 
(7) Cette abrévation est aujourd’hui trés employée pour représenter Cratie 
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rente indéfinie; elle fournit donc bien la valeur cherchée, de sorte 
que nous pouvons écrire 


Sat ( . Sri ee Spee en i Si ain (rs ae So 


ek = / s 
Me k+n 
es 


Cette expression se présente comme une moyenne linéaire a coef- 


ficients positifs des sommes Sy, S;, ..., S,, pourvu que & soit un 
nombre réel et positif. Nous pourrons donc, ayec M. Chapman ('), 
étendre la notion dela sommabilité (C, 4) aux valeurs non entiéres 
du paramétre &. Pour k= 0, ona Cae = S,; la sommabilité (C, o) 
est done identique a la convergence ordinaire. En outre, l’expres- 
sion de C“.reste fonction continue de & tant que / est supérieur 
a’ —1; par suite la notion de sommabilité (C, 4) subsiste lorsque k 
est un nombre réel compris entre o et —1. Nous ferons doréna- 
vant l’hypothése unique *’>>—1. Indiquons maintenant une 
remarque qui nous sera trés utile. 

Sans altérer la définition de la sommabilité (C, 4), il est permis 
de substituer au dénominateur de C/ un infiniment grand équi- 
valent. Or, nous pouvons écrire 

ee T(kA+n-61) . 
n ~ T(k+1)0(n-+1)’ 
T(ik+n+1) 


r'(n +1) 
grand équivalent 4 n*. Done le dénominateur de (Gis équivaut a 


en vertu de la formule de Stirling, est un infiniment 


nk 
T(k+ 1) 


La recherche de la limite de ey équivaut donc a celle de la limite 
de 
k 
T(k + 1) oe 
En résumé, pour que la série étudiée soit sommable (C, /), il faut 
Sk 
et il suffit que 7 posséde une limite. Sa somme s’obtient alors en 


multipliant mas limite par P(x +1). 


(‘) Cuarpman, On non integral orders of Summability of series and inte- 
grale (Proc. London Math. Society, 1910, p. 369-409). 
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37. Ces préliminaires posés, soient deux nombres réels quel- 
conques k et k’ tels que V’on ait — 1 <4 <k’. Nous allons prouver 
que, st une série est sommable (C, hk), elle Vest également (C, k') 
et avec la méme somme. 


Pour établir ce théoréme, remarquons avec Chapman la com- 
munauté des coefficients dans : 


<i ke hk a ‘ 
Ses Dees y eat ¥3 n—eitss ot Yn Do ee 
1 


(i— a) 


er a ei et ee 


Si nous développons (') 


ot S,2 a Sawas. aoe SS, a” f S 
? 
(i— x)k 


nous obtiendrons, pour |z|<1, une série absolument conver- 
gente, dans iagualie Vensemble des n—-+1 premiers termes est 


précisément : 
Sha S¥a+-Skaet, + Sta. 


Considérons maintenant le développement de 


SoS 2 Sa]. ES) ae I Spee Oye a oe eee 
0 1 2 


(a— x) (1 aw)kk (1— a)k 


> 


Vensemble des n+ 1 premiers termes de ce développement peut 
s’écrire 

Sh SF oo Shee a om 
il coincide d’autre part avec ’ensemble des n +1 premiers termes 
du produit ; 


Pa \«} 


(1) En écrivant 
Sot S,a+...+5, a" = (t—#) (Si+- Sta +...4+-81 2") 4 St or, 
on effectue la transformation d’Abel. En l’effectuant plusieurs fois de suite, on 


passe aux sommes dindices supérieurs et l’on a ainsi l’explication rationnelle du 
résultat du calcul ci-dessus, 
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on a donc, en identifiant les termes en x”, 


> 


fi ; VS NGF: ete ; LEY ae i : 
space ("sh +( pees. + ( )si. 


2 vu 


Crest sur cette relation que nous allons nous appuyer : nous 
ab. 2 . Sk ae s ; Kr 
allons en déduire que si —* posséde une limite i, expression —4 
ne ) nei 

tend elle-méme vers une limite 4’ et que l’on a 


ME(K +1) = VPCK #1). 
Notons a cet effet que S”” se présente sous la forme 
ttn Bo + On—1 (31 + %n—2 Ba++... + 0 Bn, 
Ae eae 


q 
j : Kee at RI hat 
est un infiniment grand équivalent a ~———,-. D’autre part, en 
(Kk) 


en posant ¢,»=S*% et By= ( ): ll en résulte que 6 


vertu de notre hypothése, «, équivaut aA p*. Nous aurons donc & 
prouver l’existence d’une limite pour lexpression 
kt ' 1 ; C F c 
Se oy SB Bo + Opn—4 By TT Sn—2 Bo+. set hy Br—p+. sot Bn 
d 


nk ni 


sachant que les « et les 6 se comportent comme il vient d’étre dit. 
Dans ce but, écrivons encore, en supposant 2p <n, 


kt 2 : Q ; 
Sh Sepa ee On p41 Pp—4 _, tap Bp hes pt Beans 
joes ne nk 
= 2 ! 
e 3. Saba MOB 
nk 


et faisons croitre p indéfiniment en méme temps que 7, mais de 


maniére que c tende vers zéro. Dans ces conditions, la fraction 


médiane se comportera comme 


x (7 — p)k p¥—k->1-+ (n — p —1)*(p +1)¥ FA (p+ 1) (n—p—1)k-k 1 
PR k) (n— 2p 


ou comme 


I ( = By (ey (2 k pri h—k=1 
r(ki—k n ; n n n ( n ) 
S.A ee Fees Ki—k—1 
+(1—" P 2) (7 Pp ") |; 
nr TEGZ * 


n 


Te So 


. 
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quantité qui, dans les conditions indiquées, tend vers l’intégrale 
de forme bien connue 
>) heh AT (Ck +1) 
\ Wk ia ac LE 
abe as x je GOD me 5 
mest ( ) PURSE) 
0 
D’autre part, il nous reste a yoir ce que deviennent, dans la 
décomposition précédente, la premiére et la troisiéme fracuon. La 
premiére contient en numérateur p termes dont chacun est 
moindre (en valeur absolue) qu'une quanuté de la forme 


Anknk—k4 , 


cest-a-dire An*’-!, elle est done moindre que AS et par suite 
tend vers zéro. Il en est de méme pour la troisiéme. Finalement, 
fer 


il est done établi qu’il existe pour =a une limite donnée par 


rte eens 


faa iG es Ce Om EB enDE 


38. Nous avons donc l’exemple d’une famille de procédés de 
sommation a un paramétre k, qui sont ordonnés les uns par rap- 
port aux autres de laméme maniére que les valeurs correspon- 
dantes de &. Cette notion générale de la sommabilité (C, 4) con- 
duit a des applications nombreuses. Mais, avant de nous en occuper, 
nous montrerons avec M. J. Schur (') que, pour les valeurs 
entiéres de k, la méthode de Cesaro et celle de Hélder, précé- 
demment rencontrée, sont équivalentes. 

Pour cela, nous remarquerons qu’un caractére formel commun 
a ces méthodes est de substituer aux sommes S, de nouvelles 
sommes g, qui s’en déduisent par des relations de la forme 


Sn = Ani Si+ AngSe+... AnndSn (m =1, 2,3, ..+), 


lesquelles définissent une certaine substitution linéaire, portant 
sur une suite indéfinie de variables, substitution qu’on peut écrire 
schématiquement ¢=A(S). Nous dirons que l’opération A est 
réguliére si les coefficients am, qui la définissent sont choisis de 
maniére que la condition de permanence soit respectée, c’est-a- 
dire que lexistence d’une limite pour S, entraine, pour gp, celle 


(*) Math. Annalen, 1913, p. 447-458. 


et 
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dune limite égale, Si tous les ay, sont 40, on peut résoudre les 
équations précédentes par rapport 4S,, So, .... Sp, ... et écrire 
schématiquement S = A~'(¢), en introduisant Vopération A~! 
inverse de l’opération A. Si A et A~! sont toutes deux ges, 
nous dirons que l’opévation A est réversible. 

Soit B une opération du méme type que A, permettant de 
déduire des c, de nouvelles variables t,, ce que nous représente- 
rons schématiquement en écriyant t= B(c). L’opération com- 
posée par laquelle on peut déduire les t, des S, pourra s’écrire 


7 = BA(S). 


On pourra de méme définir lopération composée AB. Au cas ot 
Yon a AB= BA, on dit que les opérations A et B sont permu- 
tables. 

Il est clair que si A et B sont réguliéres, il en est de méme 
de AB; il en est aussi de méme de l’opération «A —+-(1— «)B 
[c’est-a-dire celle qui utilise les coefficients ca», +-(1— %) bmn]. 
Il est clair aussi que si A et B sont réyersibles, AB posséde la 
méme propriété. 

Définissons maintenant des opérations équivalentes. Nous 
dirons que les opérations 


¢=A(S), +t=B(S) 


sont équiyalentes, si pour chaque suite {Sn}, les suites {o,} et 
{7} ou bien convergent en méme temps vers la méme valeur 
limite, ou bien sont toutes deux non convergentes. Nous avons 


ailleurs 
o = AB-1(z), mo BAZ! (sr 


done la condition d’équivalence de A et B se raméne a celle de 
régularité de chacune des opérations AB~' et BA~'," 

Cela posé, désignons par M l’opérateur du type A qui permet 
de définir lasommabilité (H, 1) [ou ce qui revient au méme 
(C, 1)], c’est-a-dire par lequel on déduit les h} des 5,, ce que 
nous rappelons en écrivant schématiquement 


hit) = M(S). 


Nous aurons fi?)= M[h‘')] = M?(S) et d’une maniére générale 
VPopérateur A“ sera la puissance k*™* de l’opérateur M. 
P park p 
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Cousidérons maintenant la sommabilité (C, /): elle est de 
méme définie, pour chaque valeur de /, par un opérateur C™. I 
faut précis¢ément prouver que, si / est entier, les opérations hl 
et C sont équivalentes. 

Nous ayons, en effet, d’aprés une remarque précédemment ren- 
contrée, 


k— Sk-1 i ode at 
= S), a Pan 


en introduisant les C*, cette relation s’écrit 


=n , k—t-+n fae k+n—t\ op 
( : ) CF = ee te Cres 
n n oa 


ou encore 
(kon) Ch = KO neh 


1? 


écrivons successivement cette relation pour les valeurs 0,1, 2, ..., 7 
et ajoutons membre a membre les égalités obtenues. Il vient 


(re 1) Ch CR 1) CE CR abe. aC a= kh Chae Cl ee) 


ou encore, en divisant par n-+1 (aprés interversion des deux | 


membres), 
kM(Ck-!) = (k —1) M(Ch&) + CF, 


Ainsi donc, nous avons entre les opérations C*—' et C* et Popé- 
ration M la relation 
I Ck 
M(ek—1) = (1:— 2) Mc ek) + — 
k k 
dont nous pouvons représenter symboliquement le second membre 
par 5;(C"), Popérateur S; étant défini de la maniére suivante : 


ou E désigne la substitution identique. Notons immédiatement que 
chaque S, est permutable avec M et aussi que S, et S; sont tou- 
jours permutables entre eux. 


De ces remarques, nous allons déduire Péquivalence annoncée : 
1° Un raisonnement récurrent, fondé sur la relation 


M(Ck—-1) = S,(Ct) 
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prouve que l’opération hi) est liée a l’opération C* par la relation 


In effet, faisons k =1. L’opérateur S, est Vopérateur identique, 
et Yon a bien h“) = @’, Admettons la relation pour la valeur k et 
justifions-la pour &-+-1. Nous aurons 


Ak+) = M[ AM] = M[S,S_Sq...5,(C*)]. 


Puisque M est permutable avec chacun des opérateurs S;, on a 
done bien encore 


Rik") = S,S,S5...5,M (Ch) = S, S235... 5, Ska ( Ch). 


Mais alors tous les O7 sont des oO yérations réguliéres et il CDuCSe 
? I 5D ? 

de méme du roduit oy Oo ellewe Oe Donc Sl lim Cc existe Vex nes= 
2 ) n t) 


l= co 


ston h® converge vers la méme valeur. 


2° Tl nous suffit maintenant, en vertu des définitions précé- 
dentes, de prouver que l’opération 5, 5,...5, est réversible (c’est- 
a-dire réguliére en méme temps que son inverse); i suffit pour 


: F a ‘ I 

cela de montrer qu’il en est bien ainsi de S;. Or, en posant a = Z? 

u 

la régularité de S;' résulte immédiatement du théoréme suivant : 
St de la suite un, on en déduit une seconde, ayant pour 

terme général 

Ups Ui a a ain 2, 


&Un+ I—a) aes 


(o<«@), 


Vexistence d’une limite pour cette seconde suite entraine celle 
dune limite égale pour la premiere. 


Posons, en effet, 
So Up Ua os at Uy 
oe et : 
dott 
Un = (+1) Pp—NPp_y. 


Soit A la limite de la suite {au,+(1—«)»,}. Nous pouvons 
écrire ; ; 
(1) (1A N&)P_p— NAP n= A+ En, 
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é, 6tant infiniment petit avec -. L’équation (1), qu’on peut mettre 
aussi sous la forme 

(1') (1+ na) (P,—)— na (Pp—-1— A) = En; 

peut étre regardée comme une formule récurrente définissant la 


suite des v, —A en fonction de la suite des ¢,. On peut d’ailleurs 
résoudre explicitement cette équation ('), et l’on trouve 


(2) (Boy A= 2 
(+ :) (1+ =) re (1+ =a) 
2a NG 
j Sf 
I iT 
‘i a(r+ 2) (r+ 3). ( =) 
: a Soc na. 


nolons en passant que si l’on prenait, quel que soit n, la valeur 


Pp»—K=I, 
on aurait, d’aprés (1'), 
Eyl, 


dou Videntité (d’ailleurs facile 4 vérifier ) 


(3) = : 
; (4G ees 
T 
ee 


d 


(1) On suivra une méthode analogue & celle qui fournit la solution d’une 
équation différentielle linéaire. Dans ce but, on résoudra d’abord I’équation sans 
second membre 

(1+ n%)Vn—naVn-1= 0, 


C 


( 1) T : Tat 
i+ = | I+ — oe Ces 
‘ a 20, no 


puis on remplacera C par une fonction auxiliaire sp, etc. 


ce qui donne 


Vn — 


Whe dts 
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De la formule (2), il est maintenant facile de déduire que ¢, —> 
Pe I ; 

tend vers zéro avec —- En effet, séparons dans cette formule les 


_/p premiers termes et faisons croitre p indéfiniment en méme temps 
P 


tende 
Logn 


que 7, en nous arrangeant de maniére que le rapport 


vers zévo. On prouve alors que le groupe des termes ainsi séparés 
tend vers zéro, en remarquant qu il est moindre que 


Ca ej 

I I I 

1—- oe oh eat — I + — a ots ae 

2 n 2 n 

&2 Enp-1 

a ‘et = i ? 

vee I I Sea 
ae SAE ew me 7, 


ou les dénominateurs sont des infiniment grands équivalents 
a Logn. Quant au groupe des termes restants, il tend aussi 
vers zéro, car il s’obtient en affectant de coefficients infiniment 
petits des termes positifs dont la somme est [en vertu de (3)| 
inférieure a l’unité. 

Notre proposition auxtlaire est maintenant démontrée, car v, 
tendant vers 2 en méme temps que %U,—- (1— ~)e,, il en est de 
méme de un. L’équivalence des méthodes de sommation de Cesaro 
et de Hilder est done établie. 


39. Donnons maintenant quelques applications de la méthode 
de Cesaro. Nous avons déja fait connaitre, pour la somma- 
bilité (C, 1), un théoréme suivant lequelle produit de deux séries 
convergentes peut toujours s’obtenir par cette méthode. D’une 
maniére plus générale, nous pouvons maintenant établir le théo- 
réme suivant : 


Sotent la série Lan, sommable (C, h), et la série Xbn, som- 
mable(C, k), et de sommes respectives a et b. Leur produit for- 
mel, obtenu par larégle de Cauchy, est sommable(C,h +k +1); 
la valeur de ce produit formel est égale a celle du produit des 


nombres a et b. 
WL 


En effet, appelons'S, les sommes partielles Se: S’ les sommes 
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n 


. ot Roe £ . 
partielles PIE d’ou nous déduisons de proche en proche des 


suites aiuicalvareee S’,, 57. Par hypothése, 


ny 


Formons Pexpression 


SAQA ! We % Sk 
Sess So Sy Fiksnelle = jin SSeS n 
nhrk+i Z 


et cherchons sa limite pour 7 infini. Nous trouvons Gh) 


ab 
(ih +k +2) 


Considérons maintenant dans les développements de 


Gp ee ae a bys Ope ee Open 
VD ae NS AES tl 
(1— aw )h4 (i— x)h1 


Vensemble des n-+1 es termes; nous obtenons les deux 


polynomes 
P(g) = St St ge a e+... Sh wer, 


O(z2) = SE SP we aSh ote a Shae. 


Si nous effectuons le produit de Cauchy de ces deux dévelop- 
pements, nous obtiendrons le développement de la fraction 


(Ay + A, 0+... + An 2") (bp + Oe +...4+ bn 2") 
(1— aw hr k2 m4 


dans lequel le polynome w(x) des n +1 premiers termes est iden- 
tique a celui du développement de 


(ei MOE Om oe Rae 
(i Ea ge jrrke2 


ott C= AO dees Gy Or. I yea es 


Affectons de doubles accents les sommes partielles (des 
divers ordres) relatives a la série des cy, (qui est précisément 


(') Le calcul se dirige exactement de la méme maniére qu’au n° 37. Dans les deux 


A aa p . : - qs dy Coed oF On 
cas, on se raméne a l’application du lemme suivant, dt & Cesaro”’ sachant que =F" 
nh 


8 ; <3°5 % Ot, Bray ck cca @ 
et “7 possedent des limites @ et b, le rapport —° Pace eas s+ an By pos- 


TMha-k-+1 
T(A +1)0 (kK +1) 
T(h+hk-+ 2) 
demment établi (doc. cif.) aux notations prés. 


sede lui-méme une limite égale a 


ab. Ce lemme a été précé- 
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le produit formel). Le polynome w(x) peut encore s écrire 


7 


, (S?S% +. + SES) at. 


b= 


Mais w(a) est aussi l'ensemble des »-+-1 premiers termes du pro- 
duit P(w#)Q(x). En égalant les coefficients de x”, il vient 


Sih kal — Si S je Sh bn See or LSS ie 


Sj bak+ 


d@aprés ce qui précéde, a 


a donc une limite et la démons- 


tration s’achéve aisément. 


40. Une autre application importante est l’extension du théo- 
réme de Frobenius, énoncé dans I’Introduction. Supposons que 
la série Xan soit sommable (C, k), sa somme étant égale a s, et 
que la série entiére Lays" soit convergente au moins pour |3|<1. 
Deésignons par f(z) la fonction définie par cette série. On a 

lim f(4)= 


S>1 


pourvu que la suite des valeurs par lesquelles z tend vers 1 ait 
pour images dans le plan de la variable complexe z des points 
qui solent tous intérieurs a un angle obtus, aussi votsin de 
deux droits que Von veut, ayant pour sommet le point 3= +1 
et pour bissectrice intérieure. laze réel. 


En effet, soit { ;} une suite de tels points. D’aprés la propriété 
dordre établie précédemment, il est permis de supposer & entier. 
Or, enappliquant plusieurs fois de suite la transformation d’Abel('), 
nous obtenons 


a 2) na 


(1) Eo donnant la définition de Cesaro, nous avons fait remarquer qu’elle était 
de nature a rendre immédiate l’application itérée de cette transformation. 
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Par hypothése, la quantité 


Fig. 9. 


en fonctions linéaires (& un nombre illimité de variables ) dess@e 
Nous aurons, d’aprés le calcul précédent, 


g(9 24) 
= n i 
J (41) = (1 ai) © ("| \ a St 
n=0 ‘ » n+k at 
je be 
7z7=0 


ce qu’on peut encore écrire sous la forme d’une suite indéfinie de 
relations telles que 


PZ) == Geer nC eo) ea Cs eee (ES, 84d.) 


en posant 


n+k 
Qin = (i — 3,)k+4 gn ( = =) = 
a) 
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Les quantités aj, sont les éléments d’un tableau rectangulaire, 
indéfini vers la droite et vers le bas (l’indice ¢ désignant la ligne 
et nla colonne), et tel : 


1° Que chaque colonne forme une suite dont le terme général 
tend vers zéro; 

2° Que chaque ligne constitue une série convergente, de somme 
égale a lunité; 

3° Tel enfin que cette série, posséde la convergence absolue et 
que la somme de la série des modules reste inférieure 4 un nombre 
fixe indépendant de 7, 


2 Sie ay 


> 


a 
~ 


| z, |\A+1 
Sia, | n=0 el | 
tii! = Tse SS 
aha : G=Ta jp 
0 NS (SOAS uS 
J k et 
“ n=0 


Grace au fait que les points z; restent intérieurs a langle u' Au, il 
existera un nombre fixe et tel qu’on ait 


et, par suite, nous aurons bien 


» | Qin | << A&+! (quantité indépendante de 2), 


0 


Mais alors, de la réalisation simultanée des conditions 1°, 2°, 3°, 
a . . ale ay ays . . dee 
on peut déduire que siles ©, ont une limite s, il existe une limite 
Ao » ite (# me i 
égale pour la suite | /(3;)}. 
En effet, nous pouvons écrire (en vertu de 2?) : 


~ Ie r. ok 
genes =, Cys cen 9 —— s) 154, tea (Ces) eres 
Sachant que les C* —s tendent vers zéro, il faut en déduire la 
méme propriété pour la suite {| /(3;) —s }. Donnons-nous arbitrai- 
rement ¢>o. Puis déterminons m de telle sorte que l’inéga- 
lité n > m entraine 
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Nous aurons 


|.f(2:) —3 |<] an (Ch — 5) + ig (Ck soe ee aim (Ch, —s)|+ ae 


m étant ainsi déterminé, nous pouyons (en yertu de 1°) prendre 7 
assez grand pour que le premier terme soit lui-méme* moindre 


que —» etla proposition est démontrée. 
<) 


Ainsi se trouve généralisé le théoréme classique de continuité 


d’Abel (*). 


41. IL importe maintenant de juger de la puissance de la méthode 
de Cesaro : quel est le champ des séries auxquelles la somma- 
bilité (C, 4) s’applique ? Le théoréme suivant fournit une réponse 
partielle a cette question : 


Pour qu'une série Xap soit sommable (C, k) (ot k > —1), ul 


2 a ' 
Jaul que — tende vers zero. 


Nous nous bornerons a établir ce théoréme en supposant £ entier 
et positif (le cas ot & est nul se réduisant a un énoncé classique ). 


(1) Ons’est préoccupé d’obtenir des réciproques du théoreme d’Abel. Signalons 
les énoncés suivants de Tauber : 


1° Soit la série Sap, 3s” convergente dans le cercle de rayon 1. Sinaptend vers zéro 


co o 


et si ’une des limites yi any am Manse existe, l’autre existe et Inui est égale. 
=p n=0 
nr o 


En outre,si lune des deux expressions v ay» et anwxn oscille entre deux 
aod asad 
0 0 
limites finies, l'autre oscille entre les mémes limites. 
1 2Ay te. + NAN 
n 
série tend yers une limite quand s tend vers 1, alors Nan est une série conver-— 
gente ayant pour somme f(r). Ces deux conditions simultanées sont nécessaires 
et suffisantes pour la conyergence de San. 


ae a : ; 
2° Si le rapport tend vers zéro et si la somme f(s) de la 


Pour les démonstrations de ces théorémes et certaines extensions de MM, Hardy 
et Littlewood, nous renverrons le lecteur au Tome II du Traité de M. Hobson : 
The Theory of a Function of a real variable and the theory of Fouriers 
series (n° 130, 131, 132). 
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On peut écrite 


An = Sn— Sn—1= (Sh — Sho.) — (Sh-1 — Sha) = S— 28-1 + Sha 
rs s2— Beyer = Cee — SAiee == eds 


les coefficients de chaque forme étant ceux du binome, avec alter- 
‘nativement les signes -+- et —. D’une maniére générale, nous 
aurons, en supposant rn2k +1, 


Ke kT) or Weg Ln 
an= Sh—( : *) shat ( a Sherbet G 7) Shai, 


Be roe! 


formule dont le second membre se compose de k-+- 2 termes dont 
la somme des coefficients est nulle. Divisons les deux membres 
par n*: les quotients 


A k 
a Shes Sat 
er a tet aes 
nk nk? ae 
tendent tous vers une méme limite, et puisque la somme des 
coefficients est nulle, on obtient bien 


De ce théoréme, il résulte immédiatement qu’appliquée a une 
série entiére, la méthode de Cesaro ne permettra dans aucun cas 
de sommer cette série hors du cercle de convergence. I! pourra 
méme arriver qu’elle soit inopérante sur ce cercle pour des points 
ott la somme f(z) de la série tend cependant vers une limite ('). 
Pour obtenir un exemple d’un tel cas, il suffit de prendre, avec 


M. Landau, 


1 


= GES 
ee =>) I I 
CNS te Shak me! Gig) 
m=0 


(*) Voici cependant un énoncé utile dans la pratique : Une série de Taylor est 
sommable (C, &) en tout point non singulier du cercle de convergence, pourvu 


a ; 4 ; : : 
que le rapport i tende vers zéro. Voir la démonstration dans le livre de 


M. Dienes, de la méme collection, sux les singularités des fonctions analy- 
tiques, p. 55-58: suivent des énoncés plus précis (p. 59-65), ou Von suppo? 
seulement que la fonction a une valeur limite bien déterminée. 
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On a done ici, quel que soit /, 


+a 
: kJ 
pede ye LN ere I na+k-+1 n : 
(1 n= ie m MOES a k-+1 > Tk! F 
m=0 


oe leur de I’ 
done le rapport —j ne tend vers zéro pour aucune valeur de len- 


tier k. La série proposée est d’ailleurs la somme d’une suite de 
séries obtenues en faisant s —1 dans les développements des frac- 


. I T ry 
tions telles que -—— » lesquelles sont respectivement som- 
77 


TE (ere op) eee 
mables (C, 1), (CG, 2), ..., (CG, m), .... Le principe d’obtention 
de cet exemple apparait done clairement et peut dailleurs se géné- 


raliser. 


Etude comparée de diverses méthodes de sommation 
par moyennes. 


42. Nous venons de voir que l’efficacité de la méthode de Cesaro, 
quoique appréciable, est cependant limitée par des conditions rela- 
tives a la croissance des termes de la série. Il y a donc lieu de 
chercher ce que donne la méthode des moyennes, appliquée dans 
des conditions plus générales ('). 

Soit une suite doublement infinie de coefficients positifs @n qui 
forment un tableau rectangulaire indéfini vers le bas et vers la 
droite, dans lequel m et n indiquent respectivement la ligne et la 


(1) Borger, Sur la sommation des series divergentes (Comptes rendus, 
30 décembre 1895). Voir aussi sur la théorie des séries sommables les Mémoires 
Suivants: BoreL, Sur la généralisation de la notion de limite et sur l’exten- 
ston aux séries divergentes sommables du théoréme d’Abel sur les series 
entiéres (Comptes rendus, 13 janvier 1896). Applications de la théorie des 
séries divergentes sommables (Comptes rendus, 7 avril 1896). Sur la région de 
sommabilité d’un développement de Taylor (Comptes rendus, 5 octobre 1896). 
Sur les series de Taylor (Comptes rendus, 14 octobre 1896). Les series abso- 
lument sommables, les séries (M) et le prolongement analytique (Comptes 
rendus, 19 noyembre 1900). Fondements de la théorie ‘des series divergentes 
sommables et Sur tes séries de Taylor admettant leur cercle de convergence 
comme coupure (Journal de M Jordan, 1896). Mémoire sur les series diver 
gentes (Annales de l’Ecole Normale, 1899.). — SERVANT, Sur les points sin- 
guliers d’une fonction definie par une série de Taylor (Cumptes rendus, 
t. 128, p. 80, janvier 1899), et Znése : Essai sur les series divergentes 
(Paris, Gauthier-Villars, 1899). 
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colonne. A laide de ces coefficients, calculons les moyennes gp, 
des termes de la suite {S,}, définies par les formules 


we Amo Sot pone ae On ae oe a 
Ce — ea Oran oc) 
am Ami +... -+ Onn... 
ou par les formules équivalentes 
yi TS S,- S S , oe 3 Amn 
(1 ) Tm = m9 90 m1 94 eet Amn n+... OE SY) eee arrears \ 
YY 
Z Amn 
n=0 


Ces formules. définissent une substitution linéaire, portant sur 
une suite infinie de variables, substitution qui pourra engendrer, 
moyennant certaines conditions, une méthode de sommation. 
Pour cela, il faudra que la transformation soit réguliére, c’est- 
a-dire que si les S,, convergent vers une limite S, les oc, 
convergent vers la méme limite (condition de permanence). 
Nous allons montrer que cette condition peut s’écrire 


(2) ith Carp O (quel que soit 7). 
m>2 


En effet, prenons une suite {S,} ayant ses termes nuls, sauf le 
(n+ 1)", qui égalera unité. Cette suite tend vers zéro, donc la 
suite | o } correspondante (formée des termes % in, %2n, +++) %mny +++) 
tend aussi vers zéro : la condition (2) est donc nécessaire. Elle est 
suffisante dans le cas ot les S, tendent vers zéro, car étant donné ¢, 
on peut trouver m, tel que l’inégalité m > m, entraine | om ee 
pour le voir, on séparera dans 7, l'ensemble des p premiers termes; 
on peut prendre Pp assez grand pour que la somme des termes. 


restants soit << : (puisque les S, tendent vers zéro et que lasomme- 


des coefficients est <1); p étant ainsi choisi, on peut prendre m 
) ) Pp 
assez grand pour que la somme des p premiers termes soit elle- 


méme moindre [en vertu de (2)] que Be Du cas ot les S, tendent 


vers zéro et du cas immédiat ou les S, sont tous égaux, on passe a 
celui ot les S,, convergent vers une limite quelconque : notre con- 
clusion suivant laquelle la condition (2) est suffisante demeure- 
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¢ 
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encore valable (‘). Enfin, un jeu évident d’inégalités montrerait 
que si S, tend vers + 0, il en est de méme de c,p. 


43. Reprenons la relation (2), qui exprime la régularité. Elle 
exige que, dans ¢,,, ensemble des termes provenant des sommes 


(1) On doit aM, Schur (Journ. fiir reine und angewand Math., t. tol, 
p- 79-131) un énoncé des conditions nécessaires et suffisantes de régularité d'une 
substitution 


om = m1 S,+ &m2S,+...+ GmnSnt..- (Cras Oommen 


dans le cas général ot les apn sont complexes. Ces conditions sont au nombre 
de trois, devant étre yérifiées simultanément : 
1° Pour chaque valeur de n, on a 


lim Amn = 0; 
m>2 


2° Pour chaque valeur de m, la série 


+ 6 


Ss 
Amn 
y= | 


rn=0 


est convergente et sa somme tend vers 1 pour m infini; 

3° Cette série détient méme la convergence absolue et la somme de la série 
des modules demeure bornée, quel que soit m. 

La nécessité de la condition 1° s’établit comme dans le texte; celle du 2° 
en considérant une suite ayant tous ses termes égaux. Celle de 3° est moins, 
immeédiate : d’abord, pour qu'une série «,S,+a,S,+...+anSr+... converge 
chaque fois que les S, tendent vers une limite, il faut et il suffit que Sap soit 


absolument conyergente; la condition est manifestement suffisante, elle est aussi 
, - - . ; | an 
nécessaire, Car si Sp =|%,]+.-.|%| diverge, en prenant a&,Sp = —— (ou 
n 
bien Sn = o lorsque exceptionnellement e» s’annule ), d’une part, les Sp convergent 


’ . A ys 7 a 
vers zéro; d’autre part, la série s anSn = \ | ae | 
soma aed | %, |... + | an | 


est divergente 


n — Sn—1 


fete Pens : 
[car le terme général peut s’écrire » les sp croissant et tendant vers + 0, 


Sn 
et ensemble des termes depuis le nitme jusqu’au (nm + p)iéme peut surpasser un ~ 


I : sare a : : : 
nombre fixe, tel 3? quel que soit n|- D’apres cela, il est donc nécessaire que la 


FUR : Aa Ws 
serie De | &mn | soit convergente pour chaque m. Mais il faut encore supposer que 


la somme reste bornée dans le champ des valeurs de m. Nous renverrons, pour 
Ja démonstration un peu plus délicate de ce point, au Mémoire de M. Schur. 

Le fait que les conditions sont suffisantes s’établit par un raisonnement iden- 
tique 4 celui qui nous a permis d’achever la démonstration du théoréme de 
Frobenius généralisé, aprés avoir constaté que les f(s,) sont des moyennes a 
coefficients complexes de quantités @* (n° 40). 
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dont Vindice surpasse un certain entier devienne prépondérant 
lorsque m tend vers + 0. En outre, le parti qu’on peut tirer de 
la présence simultanée des deux indices m et n réside dans la 
possibilité, pour chaque valeur de m, de prendre les Am» assez 
rapidement décroissants avec n pour assurer la convergence de 
‘LamnSn dans des limites de plus en plus larges, et par la d’at- 
teindre des séries formant des champs de plus en plus étendus. 
Examinons quelques formes particuliéres simples pour les dp» ¢ 


1° Pour définir la sommabhilité (C, &), nous avons adopté pour 
le tableau des amp» la forme 


(3) Cos Giee CoM HO. ake (Cn> 0). 


~La condition nécessaire et suffisante de régularité se réduit alors a 
ro) 


3 Cc 
(3’) (eee ia a ae. EO 
na=« Cgo+ Cyt Cot... + Cr 
2° On peut aussi considérer le cas ot le tableau des a,,, a la 


forme 
oO oO 


(4) Cy GEC Ree Ones One nes (Cr > 0). 


a condition nécessaire et suffisante de régularité est que la série 
La condit t suffisante de régularité est que | 
a termes positifs Xc, soit divergente. Supposons-la remplie. On 
peut présenter quelques remarques simples : 


a. La forme actuelle fournit des cas de sommabilité ordonnés, 
conformément a ce théoréme de M. G. Hardy : 


St pour une suite |S, }, Vexpression 


= €9 So C494 ee ek Cr Sn 
See (ve ya ye 
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posséde une limite ¢, expression 


Co Sot C1819, +--+ Goren 
Con C4 eft 6s te Onc 


C= 


tend vers une limite égale, pourvu que (condition suffisante ) 
les ¢, forment une suite non crotssante, telle que la série Dien 
solt divergente. 


En effet, la transformation d’Abel permet d’écrire 


jp al n 
(1— £1) Cy So + (€1 — €2) (Co -+ ¢4) Oy... + (En—1— En) > anrtal De 
0 


i) \ 
oO n 


(I= &) Co + (€1— €2) (Co + C1) +e + (nen) » Cr+ en > ies 
0 0 


L’existence d’une limite pour t,, égale a celle des ¢,, s’établit alors 
en séparant haut et bas les p premiers termes ect faisait croitre p 
et n indéfiniment de maniére que la somme des p premiers termes 
du dénominateur soit négligeable par rapport au dénominateur 
entier : c’est possible, puisque Le,c, diverge. Dans ces conditions, 
au numeérateur, les ¢; d’indices supérieurs ap —1 tendent vers la 
limite ¢ et le résultat annoncé s’en déduit immédiatement. 

En résumé, la sommabilité du type actuel, ou comme nous 
dirons pour abréger, par les séries divergentes, voit son efficacité 
s'accroitre lorsque la série Xe, employée diverge plus lentement. 

b. On apergoit, en outre, des résultats relatifs 4 la comparaison 
des procédés de sommation : deux procédés réguliers, appliqués a 
une méme série non convergente peuvent naturellement donner 
des résultais différents. Soit la série d’Euler : 

I—I+I—1+1—1I-+... 
pour laquelle nous avons 


So= She y= 50S 


) ; S; S3 Ss miata 0, 
posons q 


Ch Cs = Cpe = GS eo SO (a@>0,b> 0), 
alors Xc, diverge, il y a donc régularité. Cependant, la somme 


a 
a+b 


assignée a la série dépend de 6:4. 
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Le précédent théoréme de M. G. Hardy prend par cette remarque 
un intérét spécial. Il est, en effet, essentiel de pouvoir reconnaitre 
la concordance de divers procédés de sommation. Par exemple, ce 
théoréme nous apprend que si une série est sommable (CG, 1), elle 
est également par les moyennes 


Co So Cy Sy. e+ enSn 
Coc pe Cp 


toutes les fois que la suite {c,} est non croissante. La somme 
obtenue par ces divers procédés est toujours la méme. 

3° Supposons maintenant que le tableau des @»,. soit de la 
forme suivante, considéréc par M. Borel : | 


Co Cy Cy Rrcnn Cn eeey 

; Co. 2Cy DICH wuterten © 2UU Cnr) versio 

(5) Secale Se SE a OR See ane he aS 
Bye ON 5 CSLOF Re TIEN Voie 


de maniére que la série 

o(m) = cyt cym+ Com?-+... 
converge quel que soit m entier; dés lors, cela aura lieu pour m 
quelconque, et la fonction 

O(a) =Oy+ya+na+... 


de la variable continue @ sera une fonction entiére. La somme de 
la série divergente sera ici définie par 


Pet ae Co d0- C1 aS1 + Cy G28. +... + C,a"Sy,..: 
~ a>n o(a@) 


D’ot une nouvelle notion, celle de la sommation par les fonctions 
enuiéres. On s’assure bien aisément que la condition de régularité 
est toujours satisfaite : c’est ce qui ressort de l’expression de gp : 


Gp nu 
amen aa Sa aren fl 
9 (7m) 


43 bis. Nous allons maintenant approfondir les questions de 
concordance et d’efficacité comparée de ces différents procédés de 
sommation. Nous nous en référerons pour cela aux résultats qu’ils 
fournissent en matiére de prolongement analytique. Considérons 
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: oe x ) ae ae J A 5) x oO 
en particulier 4 l’extérieur du cercle de convergence, c’est-a-dire 
pour |u| > 1, la série suivante : 

Itu+wv+...+u"+.... 


Nous accorderons une place privilégiée aux méthodes somma- 
toires, qui, la ow elles réussissent, conférent a cette série la 


I 
somme —— (is . 

Notons que, par essence méme, il n’arrivera jamais qu'un pro- 
c¢dé régulier (et notamment l’un des précédents) réussisse en 
aucun point de la demi-droite (1, +) de l’axe réel; le fait que 
les sommes S, tendent alors vers + entrainera, en vertu de la 
régularité, la méme propriété pour les sommes ¢,. Donc, on 
devra toujours rester, quel que soit le procédé de sommation, a 


Vintérieur de l’étoile, relative au point O, de la foncuon : 
Pourquoi avons-nous considéré la série spéciale Xu”? Préci- 
sément, en vertu du réle de noyau générateur de Vintégrale de 


Cauchy, joué par la fonction 


Supposons [hypothése (/)} qu'un procédé sommatoire réussisse 
pour la série Xu” dans une portion ® de son étoile relative a O- 
Par exemple, supposons qu’il s’agisse du procédé attaché au 
tableau des a, pour un choix convenable de ses éléments, 
conforme a la condition de permanence du n® 42, ainsi qu’a Vhy- 
pothése suivante : 


e 
na 


: : tare a 
(h') quel que soit lentier m, la série Be Amn U" Converge dans 
R ae w= 0 
En appelant 5, la somme des n premiers termes de 


1+u+wu?+... nous aurons donc, si uw est dans ®, 
I Amo So Ami 94+... + AmnSnt 


SS lim Sees 


eee Ah m=2 Amor Gm aH. = Opin a we 


(*) Cette maniere de faire, conforme aux idées de M. Borel en ces matiéres, 
sert aussi de guide a M. Le Roy dans son Mémoire des Annales de Toulouse (1900) 
M. Oscar Perron Va également utilisée dans un trayail récent ot il se place aw 
point de vue des facteurs de convergence (voir lAppendice, n° 87). 

(*) Dans la sommation, par les fonctions entiéres (h’) sera Loujours vérifiée. 


oe . 


ee A ee ee, Wee Oe oe 
£4 “ee hele <5 i He gece os 
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En vertu de lVidentité 


i - mri yrri 
=I-+uU+ ut+... ur = 7 
ate, Raa C6, 1 reat CF 
we 5 ent Timms 
d'or suse eel . 
Ll, 


Vhypothése (h) équivaut en chaque point de la région R ala 
condition 
Aamo am U +. 6.4 Amn". 


(6) lim - —'= 01, 


m= Amo ami +++ Amn ++ 


Nous supposerons encore [hypothése (h")| que cette limite est 
atteinte uniformément dans R: ce qui aura toujours lieu, en 
vertu de (/), si les fractions au premier membre de (6), et conte- 
nant indice m, sont, dans leur ensemble, bornées dans ® ('). 

Considérons maintenant une fonction analytique f(a), holo- 
morphe autour de x = 0 et définie par la série 


f(a) =by)+b,2 + brx?+.... 


Supposons déterminée l’étoile de cette fonction relative au point O 
et soit C un contour intérieur a celle-ci. Nous aurons 


DUR JS Be 
i az) 7 x an I gnri v4 
— oa Ls) E t = fag specie =| dz — ; af aes J ) dz 
2uT J, & bs & QUT Je oa (3— 2) 
‘ I giri Zz 
=6)+ b,¢7--...+ 6,22 — f Te) >AZ. 
QU Teed Sh (Sh) 


I] s’ensuit qu’en appliquant la précédente méthode de sommation 
a la série Xb, x2", nous trouverons bien la somme f(x), chaque 
fois que sera réalisée la condition suivante : 


es z an 
i Cia Wate Oia ae tee tis ony oe dz 
; oe ok Zz gn 
(7) lim aa 
m>~x Amo Amis Amz ++. Amn. +. 


En vertu de la convergence uniforme entrainant l’égalité entre 
la limite de l’intégrale et Vintégrale de la limite, ce résultat 


(1) Comparez Goursat, Cours d’Analyse mathématique, 4° édition, t. II, 
p- 672 et suivantes. 
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sera acquis, pour une valeur de 2 et un contour C donnés, 
. . ae: altel 6 
chaque fois que tous les points = (s occupant une position arbi- 


traire sur C) tomberont dans la région ® du plan de la variable 
complexe w, ou encore, chaque fois que le point x sera commun 
aux régions 7, déduites de ® par les similitudes de centre O 


transformant le point 1 en quelque point z du contour G: 
Par exemple, nous étudierons plus loin le cas ot lon pose, 


avec M. Borel, 


(8) me” 
a ate 
© mn nl : 
La condition (6) deviendra alors 
? emu F : : 
lim =i) ou paruie réelle de u <1; 
m Se EM 


la région ® sera donc ici un demi-plan, limité par la perpendicu- 


i : 7 a), 568 
» meneée par l’origine 1 
uw 


laire a la branche unique de |’étoile de 
{ es 


de cette branche. De la, en remarquant que (h") est bien vérifiée 


Region de sarmabilite 


exponentielle pour Su” 


dans tout domaine, a distance finie, intérieur a ce demi-plan, 
nous conclurons 4 la sommabilité de toute série entiére f(z) par 
le procédé (8) ou procédé exponentiel — 


[e(a)= et] 
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dans la région du plan, qui relativement a lorigine est en deca 
des perpendiculaires menées aux branches de l’étoile de f(a) par 
les points singuliers d’ou elles sont issues : celte région (qui sera 
le polygone de sommabilite ) est en effet le domaine maximum que 
les régions z® puissent ici posséder en commun. 

Nous reviendrons sur cette quesuon importante (voyez ns 65 
et 82). Mais nous voyons déja que la théorie des fonctions ana- 
lytiques nous fournira le moyen le plus sir pour éprouver la 
valeur comparée des procédés de sommation. L’exemple que 
nous venons. d’indiquer nous montre la possibilité de sortir, 
par certains procédés, du cercle de convergence. 


AK, A cet égard, il convient de faire remarquer que la méthode 
de sommation par les fonctions entiéres, attachée au tableau (5) 
présente un privilége sur les méthodes attachées a des tableaux de 
Pune des formes (3) ou (4). Des méthodes de ce genre ne per- 


5 be Ss I 
mettent pas de sortir du cercle de convergence pour la série : 


il serait done vain d’essayer de les appliquer au prolongement 
analytique en général. Nous reviendrons plus en détail sur ces 
questions dans une note 4 la fin de ce volume. : 

Remarquons enfin que, dans le cas de la sommation par les 
fonctions entiéres, la condition (6) prend la forme 


Me LOUD Bee 
oy esieny. a 


La méthode sera donc applicable au prolongement analytique dans 
un champ d’autant plus large que la relation (g) sera satisfaite 
dans une portion plus étendue du plan de la variable uv. Pour la 
discussion de cette question, en connexion étroite avec la théorie 
des fonctions entiéres, nous renverrons le lecteur 4 un excellent 
exposé de M. Buhl, dans le fascicule VIL du Mémorial des 
Sciences mathématiques (Chap. II et IV). 

Nous laisserons pour linstant de cété ces considérations géné- 
rales pour nous occuper particuliérement de la méthode de som- 
mation exponentielle. Nous allons d’ailleurs la transformer et 
mettre expression analyuque de la somme sous forme intégrale, 
sans laisser trace de moyennes. 
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La méthode de sommation exponentielle (forme intégrale) ('). 


AS. Nous avons dit que la méthode de sommation exponentielle 
est un cas particulier de la sommation par les fonctions entiéres, 


obtenu en posant 
Oa Wee 


On est ainsi conduit a appeler limite généralisee S de la suite 
des sommes partielles S, d’une série Xu,, expression 


(1) S = lim e-@s(a@), 


a=n 


en posant 


(2) s(a) = So+ Si +S: 


et Sie ee I 
Pee. I. 20d 


a aa 
cette définition étant considérée comme valable toutes les fois que, 
la fonction s(a@) étant entiére, ’expression e~¢s(a) posséde une 
limite. 

Nous allons maintenant montrer comment on peut, dans des 
cas étendus, substituer a la méthode originelle de la sommation 
exponentielle une autre méthode trés proche parente, bien que 
distincte. Elle consistera & prendre pour définition de la somme 
une intégrale de la forme 


(3) o = Cmte CB) LCG 
: 0 5 ee 
en posant 
U, a Ura? U3 a> 
\ ula) = Uy + te eee 
(4) (4) i Petite omer somes , 


chaque fois que, en vertu de (4), le second membre de la for- 
mule (3) a un sens. Conformément aux usages admis, nous le 
désignerons sous le nom @intégrale de Borel. 

Observons que, si la fonction s(a) est entiére, il en est de 


(1) La rédaction de ces questions a été perfectionnée a la lumiére des travaux 
de M. G,. Sannia (Iendic. di Palermo, t. 42, 1917). 
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méme de u(a). Car on a identiquement 


_ (Si— So) a F (S.— 8, )a? (S3;—S.)a3 
Orie ate aie ae 


ee I Te Low a 
Shes) Sei 
= +f [(S:— 80) + SS RVe ae | da 
P 2 


ee tof [s’'(a) —s(a)]da 


=s(a)— f° s(a) da. 


On dit que u(a) est la fonction entiére associée a la série 


2 


LON axe 
proposée > uy. On peut encore écrire 
I 
0 


UCd) = re u(a) da, 


“en posant 


u'(a) = s'(a)—s(a@) = uy4+ : oe 
é5 
D’aprés cela, notons que lafonction entiére, associée ala série De Uns 
1 
nest autre que la dérivée u'(a) de u(a); de méme la fonction 
5 
enuére, associée a la série Sle est la dérivée u”! (a). 
r 


46. Démontrons encore un lemme qui nous sera utile. Suppo- 
sons que Vintégrale 


n 


i Caf COMA 


“0 


ait un sens. Alors, nous allons prouver qu'il en sera de méme 


de Vintégrale 


2 


ve e~4 f(a) da, 


et en outre que /e produit 


en T(@) 
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tend vers zéro. Nous aurons en effet 


= L 
pe e-4 f'(a) da =e f(L) — f(o) + ip e-4 f(a) da, 
en posant 


L 


al e* f(a) da= 9(L), 


0 
dot 


e+ f(L) = 9'(L), 


9(L)+9'(L)= flo) + g(L), 


nous aurons 


ot. g(L) tend vers une limite bien déterminée g. Or, d’aprés un 
lemme précédemment établi (n° 22, p. 52), toute intégrale de 
cette équation différentielle [laquelle définit justement o (L)| 
tend précisément vers /(0)-+-g quand L croit indéfiniment. Le 
résultat annoncé en découle immédiatement. 

En vertu de ce lemme, nous pouvons done écrire légitimement 


ff eeflardas [ e-4 flayda— foo); 


notamment, en posant f(a) =wu(a), nous aurons 


if etw'(a)da= f e—“#u(a)da— Ww. 
0 : 0 


47. De ces préliminaires, résulte le théoréme suivant : 


Chaque fois que, la fonction s(a) étant entiére, le pro- 
duit e~*s(a) tend vers une limite 8, Vintégrale 


o 
fp e—*u(a) da 
0 


tend aussi vers S lorsque L tend vers +o. 


Autrement dit, de la sommabilité exponentielle (méthode des 
fonctions entiéres) découle la sommabilité analogue, sous forme 
intégrale. 

En effet, nous pouvons écrire en posant [ f]$—= f(8) — f(a) 


n 


rot 
S—ue=[eas(a)ig= f -le-#s(a)}da= [ e-4 (a) da, 


0 “0 
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d’ou, en vertu du lemme précédent, 
an 
S— up =e e—# u(a) da — uo; 
0 


en supprimant le terme wy, commun aux deux membres, on a bien 
le résultat annoncé. 


A8. Mais la réciproque n’est pas exacte en général. I] peut par- 
faitement se faire que Vintégrale 


I 


f e-4u(a)da 


tende vers une limite, sans pour cela qu’il en soit de méme du 
produit e~¢s(a). 

Toutefois, le théoréme redevient exact et il y a bien égalité des 
deux limites lorsqu’on suppose remplie la condition 


lim e-4u(a)=o0. 


azn 


En effet, reprenons l’identité 


L 


it 
We e—“u(a)da=— e*u(L)+ ut fo e-4 u'(a) da; 
0 0 


en faisant croitre L indéfiniment, lintégrale du second membre 
aura bien une limite en vertu de nos hypothéses et nous aurons 


n” n 
af e-4u(a) da = ty +f e—“u'(a)da 
0 0 


ou, en remarquant encore que u'(a@) = s'(a) — s(@), 


% =! 
fs e-“u(a)da= wor f Tae 's(a)| da. 


Il est done étabhi : 


par suite 


1° Que l’intégrale du second membre a un sens; 
2° Que le produit ¢“s(a@) tend bien vers une limite égale a 
Vintégrale du premier membre. 
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48 bis. Voici une consequence des résultats précédents : 
‘ ret wa) ‘ , = 
Si la série De un est sommable par Vintégrale de Borel, eta 


1 


i} 


pour somme S,, la série ¥ Un est également sommable par 
0 
cetle méthode et a pour somme 


S = uo + Sie 


(} 


Mais la sommabilité de yin par Vintégrale de Borel n’en- 
0 


} 


4 % 
traine pas celle de te 
1 


o 


En effet, dire que la série > Un est sommable signifie ici que, 
1 


en posant 
Ueda Usa hy, a 


0 ; ais 
CE) eae: LeeLee EOL oa 


Pintégrale 
L 


ah e—“u'(a) da 
0 


tend vers une limite S, pour L infini. De Vexistence de cette 
limite résulte aussi l’existence d’une limite (en vertu du lemme) 


pour Pintégrale 
L 


ak e-“u(a)da, 
0 


na Co) 


f e—4 u(a) da = uo fo e—“u'(a) da, 
0, 


0} 


et l’on peut écrire 


c’est-a-dire précisément 
S = ly Sie 


Mais nous-avons vu que la réciproque n’a pas toujours lieu : la 
sommation par Vintégrale de Borel ne jouit done pas du caractére 
semi-associatif, considéré dans Introduction (n° 10). 


AD. M. G. Sannia (doc. cil.) généralise les propositions précé- 
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dentes en faisant intervenir simultanément les deux suites de 
fonctions 
Wed er (On OW (Gyr. 5 UY (a), sth 


Meas ayes (a)s eee, SO (A), 2.35 


dans chacune desquelles le terme général représente une dérivée 
dordre i. Si une fonction de l'une de ces suites est entiére, toutes 
les autres le sont, de ce fait. Cela posé, chaque fois que 


e-%s(7—1) (a) 


tend vers une limite (pour a=-~+ 0), on en déduit par le raison- 
nement du n° 47, dans lequel on remplace seulement s(a@) par 
s’=")(q@), ce qui change u'(a) en u'")(a), que Vintégrale 


I, =a e—“ ul") (a) da 
0 


a une limite : ce qui entraine la méme propriété pour I,_,, 
T,9, ---, Iy. Lorsqu’il en est ainsi, on dit que la série proposée 
est sommable (B, r); si Vintégrale I, est convergente, il ne 
s’ensuit pas nécessairement que e—@s"—'!)(a@) ait une limite : il 
n’y a donc pas forcément sommabilité (B, r). Pour que cela sub- 
siste, il faut et il suffit (raisonnement du n° 48) que 

lim e+? uw) (a) =o. 

a= 2 
Mais la convergence de J,_, entraine toujours la sommabilité 
(B, r—1). La sommabilité (B, 1) n’est autre que la sommabilité 
exponentielle sous sa forme originelle (méthode des fonctions 
entiéres); la méthode de Vintégrale de Borel correspond a la 
sommabhuilité (B, 0). 

Grace a cette terminologie, les résultats précédents peuvent se 

résumer ainsi : 


1° Toute série sommable (B, 7) est sommable (B, r—1) avec 
une somme égale, mais la réciproque n’a lieu que sous la con- 
dition 
lim e~4 u’—1)(a) =0. 


azn 
n 


2° SI ale, est sommable (B, 7), on peut dire seulement que la 
0 
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oN ate 
série un est sommable (B, r—1) et plus généralement que 


1 


C) 


m 
Da: est sommable (B, »—/). On a, entre les sommes (B, 7 — k) 
k 

des deux séries, la relation 


2) 


am 
. a 
. Uy {Uy + Uy +... + Up_y) ay Wry. 


0 k 


50. Lorsqu’il sera question de sommabilité, nous entendrons 
nous référer 4 Vintégrale de Borel (jusqu’a nouvel ordre). 

Nous venons de voir, par ce qui précéde, que l'étude des séries 
simplement sommables offre des difficultés : certaines d’entre elles 
sont analogues a celles qu’on rencontre a propos des séries qui 
sont convergentes, sans l’étre absolument. Aussi, nous occupe- 
rons-nous exclusivement des séries absolument sommables, que 
nous allons maintenant définir. 


nr 


5 has wal . 
Nous dirons que la série Yun est absolument sommable si 


0 
toutes les intégrales 


ro) 


ft e-%, u(a)| da, 
0 
ahs e~4 na) ida fac, i e—#|u) (a)|da, 
0 0 


sont convergentes, quel que sott Vindice de dérivation i. 


(1) 


Notons encore qu’on peut étendre les définitions précédemment 
données au cas ot la fonction u(a@), sans étre entiére, est suscep- 
tible d’un prolongement analytique, défini tout le long de l’axe 
réel et ne presen‘ant sur cet axe aucun point singulier. 

Dés lors, notre série sera dite sommable, si les intégrales de 
la suite précédente ont un sens, lorsque u(a), u'(a), 
uw (a), ... y représentent, non plus la série, 


CORO 


) 


a a- 
(2) Ug Ut “Up es 
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et ses dérivées, mais la fonction analytique définie par cette 
série et les dérivées de cette fonction ('). Néanmoins, pour sim- 
plifier, nous supposerons le plus souvent que uw(a) est une fonc- 
tion entiére, omettant l’extension des propositions au cas plus 
général que nous venons de signaler. 

Nous allons maintenant étudier les propriétés des séries absolu- 
ment sommables. Nous nous occuperons d’abord des séries dont 
les termes sont des constantes, puis des séries ordonnées suivant 
les puissances croissantes d’une variable. 


‘DL. Considérons une série convergente a termes tous posi- 
tifs Xw,. Alors les fonctions u(a), u'(a), ... sont des fonctions 
entiéres a coefficients positifs. Comme la sommation par les fonc- 
tions entiéres est un procédé de sommation régulier, le pro- 
duit e~¢s(a) tend vers la somme (au sens ordinaire) de notre 
série; pour la méme raison, en est-il de méme de tous les produits 


HOS COM (RNS ALeA ea XG 


Mais, d’aprés le théoréme du n° 47, toutes les intégrales telles que 


x ee) a) 


of e-“u(a)da, i CTU (&) Aa, [ é-“u' (a) da, 
0 0 eth 
sont convergentes et ont pour limites respectives S, S— wy, 
S—u)—wu,,..., S désignant la somme de la série proposée. I] 
sensuit donc qu’une série convergente a termes positifs est abso- 
lument sommable. 

De ce résultat et de Pinégalité : (module d’une somme) < (somme 
des modules), on tire aisément le suivant : 


Toute série absolument convergente est absolument som- 
mable. 


(1) Il est nécessaire de supposer que la série (2) a un rayon de convergence 
différent de zéro. On pourrait chercher a étendre la théorie au cas ot cette série 
a un rayon de conyergence nul, mais est sommadle et définit une fonction ana- 
lytique sur l’axe réel; on aurait ainsi deux applications superposées de la méthode 
de sommation. Mais nous laisserons ce point de coté, ainsi que l’étude du cas ott 
la fonction analytique uv (@) admet des points singuliers sur l’axe réel, mais peut 
étre prolongée a Vinfini dans d’autres directions. 
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Mais comme I’a prouvé M. G. Hardy par un exemple (') cela ne 
s‘applique pas aux séries simplement convergentes. 


Ce) 


Notons encore qu’en cas de sommabilité absolue de la série Sun, 
0 


wn 


on peut affirmer la sommabilité absolue de toutes les séries Sun 
if 


Un, -.- et ona bien par exemple 


ve na 


7 
Un = Ug Un 


0 1 


Cela résulte a fortiori de ce que nous avons vu au n° 49. 

De la découle qu’on peut, dans une série absolument som- 
mable, intervertir le rang d’un nombre limité de termes, ou 
remplacer un certain nombre de termes consécutifs par leur 
somme, ou remplacer un terme par une somme de plusieurs 
autres sans altérer nt la sommabilitée, ni la somme de la série. 
I] est essentiel de remarquer que les opérations précédentes pour- 
raient ne plus étre lege’, st elles étaient répétées une infi- 
nité de fots. 

Une autre propriété, trés immédiate, des séries absolument 
sommables, est la suivante : 


St les séries 


Leg tg CE a ict LCF tree std Cb, tas co ei 
Po + Oy +g +... + 6p +..., 
Wo Og a oS oe i Pato 


sont absolument sommables et ont pour sommes u, 9, w, eb st 
Von pose 


Bn =A, + 60, + Cwp (UNO STD ea seen eee) 


yi oe 
aR lorsque Vn est entier, 
n 


et zéro pour les valeurs de nm qui ne sont pas des carrés parfaits. On yérifie 


(') On prend la série ayant pour terme général es 


~o 
qu’alors Vintégrale ie e-“|u(a)|da n/a pas de sens. 
0 
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la série 


See Ge yi 3 Pe pee 


est absolument sommable et a pour somme 


DOU AO C0 


52. Une proposition analogue peut étre énoncée pour la multi- 
plication : 
St les séries 
Ugits i be Ao Unt. 85 
Det te Pig PN te BE a ete ec 


sont absolument sommables et si l’on pose 
yp = Up On + U4 Ppr—1 Ss ten up an 
la série 
Wot Wy + Wot... + Wat... 
est absolument sommable et a pour somme 
HY == Ps 


Pour démontrer cette proposition, nous poserons 


2 


U,a Uy a 
ai 


u(a) = Uy + — pe Sg 

CH) : I iis. 93 ; 
Tae Py b2 

9 (6) =) 4 tn ead ates 


et nous aurons 


a) 


u =f e-“ u(a) da, 


oak. 
o=f[ e(b) db. 
0 


ll en résulte 


w= f eh e—¢—6 u(a)o(b) da db. 
0 0 


La transformation en intégrale double du produit des deux inté- 
grales est d’ailleurs légitime, puisque, les séries étant suppo- 
sées absolument sommables, ces intégrales conservent un sens 
lorsqu’on y remplace chaque élément par son module. 

Nous transformerons |’expression du produit uy en posant 


a+b=2, 


a—b=y. 
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Il vient alors 


2 aba K } See Nae) 
up yi | / u (- ae! ) p (7 =~) & be da. 
0 7) Sesree ‘: 5 


Nous poserons 


el nous aurons 


— E-” (x) Ax, 


cette intégrale ayant certainement un sens, puisque Vintégrale 
double en avait un. De plus, nous avons remarqué que l’intégrale 
double conseryait un sens lorsqu’on y remplagait chaque élément 
par son module; il en résulte que l’intégrale 


n 


f e-= | PCa) | dz 


0 
a Ul SENS. 


Calculons expression de (a); ona 


oryy\- r+y (a+ yy (25 
u | ——— })=wWp+ Wy — + Uy . Ug ~ te ety 
2, Dal 22 OT. 2 22 PTD x0) 
c— Vy xL— Vv Cz —— yp (2 + y) 
P = =o + v) : V> a Otte Si, 
2 Dil Ste ee eg) De ya se 


On en conclut 


‘ Qs : = WA P(xa—y)d 

u (ZX) (2 2) e \ Nowe) are 2 . 
yey | 
0q=0 


oP+a p! g! 


Or, if est aisé de calculer Vintégrale 
f ba 


“—.2 


ly. 


~ 


(w+ yy (ey) 


En effet, Pintégration par parties donne 


ee Bae Coe pate [< + yet Ce =") hv 
, “ie we y (Picts 


a 


+9 
a is (GS) PAS ae ay ay: 


La partie tout intégrée s’annule aux deux limites, et en répétant 
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la méme opération, on obtient finalement 


+x 
za2+r p as \ad = q(q—1)...1 
“ (a+ y)jP(a@— y)rdy (eae 


+x 


(a+ yr dy, 
c’ est-a-dire 


i 


Cette expression est d’ailleurs symétrique en p et ; elle peut en 
effet s’écrire 


ae 


(eRe x idy = HOSE SES SES 


P+i)..-(p + 9) (p+ 7 +1) 


(Omer Ed ae 
re 


——— p!q! y+q+1 
Guerane os 
Or-con a 
(oa) re neDan ANY, Sr ELA 
a =f. 2 2 ) 2? 
on en conclut 
Ne I pq! ApEGEL 
ieee) => Depry Gang DIY. ey 


p=0 q=0 
c’est-a-dire 


an na 
; Nv “7 atp+q+t 
ee », EOE Cpe Gg =P LYS? 
p= ON : 


ce qui peut s’écrire 


(a) 


gn 
w (2) a Wr (n--1)!” 


Ti 0) 
en posant 
Pn = Uj Pn Uy,Ppn—-y +... + Ung. 


Cette fonction (x) n’est pas précisément la fonction entiére 
associée a la série ov, elle est associée a la série 


(a) O--. Wo Wye. 


Or, comme nous ne savons pas si cette série est absolument som- 
mable, nous ne. pouvons affirmer que la série ~ est sommable en 
méme temps qu’elle, ni que sa somme est la méme, dans le cas ou 
elle serait sommable. En effet, nous avons seulement prouvé que 
Pintégrale 

es 


/ et | w (a) | de 
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aun sens, mais nous ne savons rien sur les mtégrales 


n 


a0 e-® | w(x) | Qa20. 7 
0 
Il est dailleurs naturel que nous n’ayons pu démontrer encore 


complétement notre théoréme, car nous ne nous sommes pas 
servis du fait que les intégrales 


iE e—* | u) (a) | da, 
0 


ve e-*| 9 (a)| da 
0 


ont un sens, pour A71. 


Pour arriver 4 la démonstration compléte, nous remarquerons 
que, si l’on multiplie les deux séries absolument sommables 


Uy 4 Up 3 a. soy 
Oo ine Ca a ah Sr tl sree 
on obtient la série 


Uy Pot (U2 Po + Uy 1) + (U3 Po Ug hy + U1 P2) 4... 


Désignons par 9(#) la fonction entiére qui est dans la méme 
relation avec cette série que la série w(x) avec la série ; nous 
pourrons appliquer a la ‘série 9(x) les propositions démontrées 
pour la série w(x). 

Or, ona 

a 3 


a a #2) 
Oe V4 — Ps) Wy— Un le) —— + (3 — Un¥ a) Shay 
(eA) Ce Bea) et Ce ota) re ( : Aa) at 


c’ est-a-dire 
O(2) = w'(x)— up (2). 


Nous venons de dire que cette série 9(x) est telle que Vintégrale 


oo 


ab e—* | O(a) | da 


aun sens; comme il en est de méme de l’intégrale 


co) 


ve e-® | ofa) haar, 
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on peut affirmer qu'il en est aussi de méme de l’intégrale 


nan 


f e-*| ww) | de. 


On démontrerait, de la méme maniére, en considérant le .pro- 


duit des deux séries 
Ug Ws Wirt orsy 


{ 
oy 
1 


oF ome Remak. Ole a A lac pee ce 
que lintégrale 


n 


i? e—* | w"(a)| da. 

“oe 

aun sens, et, plus généralement, qu’il en est de méme de linté- 
grale 


7) 


i oe | w(x) | dx. 


0 


La série (a) est donc absolument sommable et notre proposi- 
tion est complétement démontrée. 


53. Nous avons ainsi reconnu la possibilité d’effectuer sur les 
séries absolument sommables les deux opérations simples : addi- 
tion (qui comprend la soustraction) et multiplication. Il est 
inutile d’insister sur importance de ces propositions dans les 
applications. Il en résulte, en effet, que : 


Si l’on aun polynome (a coefficients numériques ) 


P(u, 9», @) 


et que l’on y remplace u,v; w par des séries absolument som- 
mables, on obtient une série absolument sommable, dont la 
somme est précisément égale a la valeur numérique que pren- 
drait le polynome, sil’on y remplacait u, 9, par les sommes 
des séries correspondantes. 
ie a a As Vico Foes 

_ 54. Laissant maintenant de cété les séries numériques, nous 
allons nous occuper des séries ordonnées suivant les puissances 


d’une variable. Soit 


O(S) = Up +. US + Uns? +... + Uns +... 
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une telle série; supposons qu’elle soit absolument sommable pour 
une valeur déterminée de s, = <%o, réelle ou imaginaire. Nous 
allons montrer que la série est absolument sommable sur le 
segment OM, si l’on désigne par O le point z=o et par M le 
point z= Zo. De plus, /a somme de cette série sur OM est une 
fonction analytique, qui n'a pas de point singulier dans le 
cercle décrit sur OM comme diamétre (mais nous ne sayons pas 
si la série est sommable en tous les points intérieurs a ce cercle; 
nous yerrons méme, au Chapitre suivant, que, dans des cas 
éteydus, il n’en est pas ainsi : n° 64). 

Pour démontrer la proposition précédente, qui peut étre consi- 
dérée comme la généralisation du théoréme fondamental d’Abel 
sur les séries entiéres, formons la fonction entiére associée a 9(z); 
c’est la fonetion 


Q U, Za Us 52 a2 Uz 52° as 
O\(a5 SZ i ==" Uy t so ee Seabee s 
! Wad Leino 


Cette fonction ne dépend que du produit az; 


; Hous poserons 


O(.az) == a2) 


Dire que la série 9(z) est absolument sommable pour s = Zo, 
c’est dire que les intégrales : 


Re) 
if ee 
0 


ont toutes un sens. Or, on peut remplacer ces intégrales par les 


dh 
ZN O(a, Zo) 


Tp da (tO line area) 
da 


suivantes 
ip e-4| F\(azo)| da COS OPT siounie ): 
sm ()) e 
car ona 
dh e 
SEN ea NY oie 
aah a) = ze FY) (az), 
et la présence du facteur constant 24 est sans importance. 
Posons 
Zy = poeta; 


les intégrales deviennent 


ra) 


{ ena 1 EMO) (a 09 e200) | da, 


= 0 
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et, en posant 
7 a0) = 4, 
on obtient 


cr b 
Jal fe e Fs| FO) (bet) | db; 
P04 


$. + se ’ “4 a ) rf J nee 
le chemin dintégration na pas changé puisque py est réel et 
positif. 
Considérons maintenant un point z situé sur le segment OM; 
ona 


Pour démontrer que la série 9(z) est sommable, il suffit de 
démontrer que les intégrales 


C) b 


161 ahs ioe Seine ES 5 
- { e P| FO (be%)| db (Cheops BA os 3) 
0 
Wi Sel) 
ont un sens; car nous pouvons faire la méme transformation qu il 
y a un instant. 
Or, ces intégrales ne différent des intégrales relatives az) qu’en 
b 


un seul point : le facteur e ° est remplacé par le facteur plus 
b 


petit e °; comme les éléments des intégrales sont positifs, les 
secondes intégrales ont évidemment un sens lorsque les premiéres 
en ont un. 
La premiére partie de notre proposition est done démontrée. 
Pour démontrer la seconde partie, considérons l’expression 


b 


Sie ie af e *F (bei) db. 
PLA) 


D’aprés ce qui précéde, cette intégrale a un sens pour 3’ réel 
et Spo; il est évident qu’elle a aussi un sens lorsque 3 est imagi- 
b 
naire, 4 condition que le module du facteur e * soit inférieur au 
b 


module du facteur e %. Il est nécessaire et suffisant pour cela que 
Von ait 


ee 
SMe 


partie réelle de 


oS 
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Or, on voit trés aisément que, si l’on pose 


a 2’ eto, 


la condition (1) entraine que le point représentatif de z est a Vin- 
térieur du cerele C décrit sur OM comme diamétre. Si donc on 
définit la fonction W(z) par la relation 


¥(s') = Wa), 


cette fonction W(z) est holomorphe a l’intérieur du cercle GC, elle 
coincide d’ailleurs visiblement sur le segment OM avec la somme 
de la série sommable 9(z); notre proposition est donc compleéte- 
ment démontrée. 


55. Il n’est pas inutile d’observer que cette proposition ne sup-. 
pose nullement l’existence d’un rayon de convergence pour la 
série de Taylor 9(s), cette série peut étre divergente quel que 
soit z. Dans ce cas, la fonction W(z) admet nécessairement le 
point so comme point singulier; en effet, lorsque l’on tend 
vers O sur le chemin MO, W(z) et ses dérivées successives tendent 
Vers Up, Uy, Ug, U3, .-.. Si done le point z =o n’est pas singulier 
pour W(z) la série ¢(z) aun rayon de convergence fini et repré- 
sente W(z) dans son cercle de convergence. 

La proposition que nous venons d’énoncer relativement aux 
dérivées peut paraitre évidente; nous allons cependant la démon- 
trer en toute rigueur, a occasion d’une proposition plus géné- 
rale. Nous allons faire voir en effet que, sz la série 9(z) est 
absolument sommable au point M, non seulement cette série, 
mats encore toutes ses dérivées sont absolument sommables 
sur OM; mais les séries dérivées peuvent ne pas étre sommables 
en M. 

On a, en effet, 


0! (3) = Uy + 2g 3+ 3322+ Guy wt.... 
La fonction entiére associée est 


kG : 2U;,AZ 3 3 A? 2 Wes A Uy, a? Z3 
D(A, 5) = uy + ———_ + ———— —————— +...3 
’ : I ine TDD) 
si ’on pose 

w(a,z)= Gaz), 
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Olan ce . ° . aie 
: t LEAL Ae ‘ 
CCC tome Spe mh . 
5 Nous avions, d’autre part, 
; ae Uy t? U3 t8 
SEG ee es 5; a3 Heed 
| On en conclut 
Bas , oy G(t)= + [tF'(0)]. 
Be mea | (4) =F leP | 


Notre proposition revient a prouver : 
1° Que les intégrales 


ah e-*| GO) (az) | da (OS SRO ik oe Sp) 
0 


i ont.un sens lorsque 3 est sur OM, étant SUPPOSE qu il en est de 
a méme des intégrales 
ey ae teaay a e-4| FO) (az) | da; 
ay de } 0 . } 
‘ee ; ‘ f = 5 tee 
2° Que, si l’on pose, 
Take C) 
: SPs) == e-* F(az) da, 
al . 0 ’ 
ee, On a > | 3 | 
ies Sa eH) = -e-4 G(az)da, 


5 élant toujours situé sur OM, le point M(z = Z)) exclu. 
" Or, ona : 
aoa green cee 
pain GWn(e) = = dat = [¢F ee = tFO)(t) + (h A 


! 
py 


- tl en résulte 
Pe ir ay Cron! eas cee nda big | 
af. e-4|G (az) | da <f ae—*|ZF%R?)(az)|da- 
0 ' Nes , 
5 A . : ; at? 
aa Orne [FM (aa)| da, 


La seconde des intégrales vail nous le sayons, vers une limite 
lorsque A augmente indéfiniment, Sue 2 est sur o™ AJuant a 
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la premiére, la substitution déja faite, 


B= perdo, Apr=aa0), 


la transforme en 
B 


b 
= be | FO+2)(bei) | db; 
Po 
Poe 
ie 


Or, nous savons que l’intégrale 
) | ce) 


B b 


ue ea] FO) (hei) | db 
F 


tend vers une limite lorsque B croit indéfiniment. Or, 9 élant 
inférieur (') &p5, on a éyidemment, au moins a paruir d'une cer- 
laine valeur de 6, 


L’intégrale que nous étudions tend donc aussi vers une limite 
lorsque B croit indéfiniment; on a donc 


4 
He e-4|GW(az)|\da<M, 

AI) 
M étant un nombre fixe, indépendant de A; Vintégrale, dont tous 
les éléments sont positifs, tend: done vers une limite lorsque A croil 
indéfiniment, c’est-a-dire que l’intégrale 


2) 


af e-*| G(az)| da 
0 


a un sens. La premiére paruc de notre proposition est donc 


démontrée. 


Pour démontrer la seconde, remarquons que ona 


o(2)= ic C=O ENB) Oe 


On en conclut 


oa 


us (2)) = ip ae; * F (az) da, 


vy 


On voit bien ici pourquo: l’on ne peut supposer o = 9. 
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ce calcul étant légitime pour z compris entre o et M (M exclu), 
comme on peut le voir en raisonnant comme a la page précédente. 


Il faut montrer que l’expression obtenue pour o/(z) est égale a 


Dp 


Ap e-4¢ G(azg) da, 
i) 


Gt) = Sper), 


sachant que Yona 


c’est-a-dire, en remplacant ¢ par az, 


- Ve d - Wy Lee an d ae e 
G(az)= aaa cr) | dal%! (aiZ)\\r 


L’intégration par parties donne 


if e~* Glaajda = f ea ta F(as)| da 


=le—2a F(as\g+ fi ae—¢* F'(az)da. 
0 
La parte tout intégrée étant nulle, on retrouve bien lexpres- 
sion de g'(z) et la seconde partie de notre proposition est ainsi 
démontrée. 


56. En combinant les propositions précédentes avec celles que 
nous avons obtenues sur les séries .a termes constants, on est 
conduit a un théoréme important, qui résume les recherches de 
ce paragraphe; mais quelques remarques préliminaires sont néces- 
saires. 

Etant donnée une série o(z) absolument sommable sur le seg- 
ment OM, il est clair que, si tous les coefficients de la série sont 
nuls, sa somme est nulle : elle définit nne fonction analytique qui 
est identiquement nulle. 

Réciproquement, la fonction analytique définie par o(z2) ne 
peut étre identiquement nulle que si tous les coefficients 
de o(z) sont nuls. En effet, si la fonction analyuque est identi- 
quement nulle, cette fonction et toutes ses dérivées tendent vers 
zéro lorsque z tend vers zéro suivant le chemin MO; or les valeurs 
limites de la fonction et de ses dérivées sont précisément les coef- 
ficients de o(z); notre remarque est donc justifiée. 
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Nous pouvons maimtenant énoncer notre théoréme fonda- 


mental, 


Tutorreme. — Soient u, v, w des séries absolument som- 
mables pour z= %,(M); soit, d’autre part, 


P(u, 9, ,/u’, 0’, 7, ..., UM, oO, wl), wv) 


un polynome par rapport au, v, w et leurs dérivées Jusqwa 
Lordre , dont les coefficients sont des séries entiéres en x 
ayant un rayon de convergence supérieur a | 3. | 

Si, dans ce polynome P, Von remplace u, v, » par les 
séries correspondantes et si l’on effectue les calculs comme st 
ces séries étaient convergentes, on obtient une scrieS qui est 
absolument sommable sur OM (le point M pouvant étre exclu) 
et qui définit par suite une fonction analytique F réguliére a 
Vintérieur du cercle décrit sur OM comme diamétre. Cette 
fonction analytique est précisément ce que devient P lorsqu’on 
y remplace u,v, w non plus par les séries, mais par les fonc- 
tions analytiques correspondantes. 

Drailleurs la fonction F est identiquement nulle dans le 
cas et dans le cas seulement ow la série S a tous ses coeffi- 
clients nuls, c’est-a-dire dans le cas ow les séries u, °, w veri- 
fient formellement la relation 


Plu o Ws wig. eM, w= 0s 


sil en est ainsi les fonctions analytiques qui correspondent 
au, °, w verifient effectivement cette relation. 


57. Ce théoréme justifie Pintroduction dans les calculs des 
séries absolument sommables. Ia été établi en supposant que les 
fonctions associées étaient des-fonctions entiéres. Mais, comme 
nous Pavons déja indiqué au n° 50, cette hypothése est trop res- 
tricuive. Considérons par exemple la série entiére toujours diver- 


gente 
1— +2! 32—3! s8+...4- (—1)Pnisr+..., 


la fonction associée est 
I 
Lean 


I—a+-a?—ab-+...4+(—1)? ar—. = 
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En appliquant le méme processus que précédemment, c’est-a-dire 


A da 
e-¢ ——— 
0° pies 


nous définissons une fonction analytique qui concorde justement 


en formant Pintégrale 


avec la somme donnée précédemment par la méthode de Stieltjes 
f é, J 
(»° 32; pour revenir aux notations actuelles, changer 3 en =): 


D’une maniére plus générale, nous avons ainsi un processus qui, 
dans des cas étendus, permettra d’attribuer une somme a certaines 
séries de Taylor 


(1) Up Uy, 3 + Uy S24... + Uy B+... , 
toujours divergentes. Considérons encore la fonction associée, 
définie en prolongeant la série 


U, a U2 a Wing a” 
u(a) = Uy+ ; =e ; Si tar chia ary ee 


a laquelle nous supposons un rayon de conyergence fini. Imagi- 
nons que cette fonction soit holomorphe dans un certain angle « 
délimité dans le plan de la variable a, par deux demi-droites 
issues de lorigine. Le cas que nous avons en vue (') est celui ot, 
le point s se trouvant dans l’angle @, l’intégrale 


(2) ACs) = e“u(az)da 


est absolument convergente, et ot if en est de méme des intégrales. 
de la forme ; 


C2) 


va ena wh) (as) da. 
0 


Alors f(s) représente une fonction holomorphe de s dans 
Pangle «: en lattribuant pour somme a la série (1), nous pour- 
rons étendre sans modification le théoréme du n° 56. Obser- 
vons que malgré la présence, au sommet s = 0 de l’angle ~, d’une 


(‘) On pourra former autant d’exemples qu’on voudra en partant d’une fonc- 
tion w(az) d’un type élémentaire, satisfaisant 4 toutes nos conditions, d’ot l’on 
remontera au moyen de l’intégrale (2) a f(z). 
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singularité de f(z), cette fonction tend vers wy, et sa dérivée 
dordre n vers n! uz lorsque z tend vers le sommet de l’angle, en 
suivant un chemin intérieur a cet angle. Une infinité d’autres 
fonctions jouissent, comme nous l’avons déja expliqué, de cette 
méme suite de propriétés limites; mais l’existence d’une représen- 
tation analytique du type (2) se révéle, d’aprés notre analyse, 
comme un caractére distinctif au sein de cet ensemble. L’exten- 
sion du théoréme du n° 56 souligne justement |’objectivité d’un 


tel choix. 


58. Examinons les relations qui existent entre la méthode de 
sommation de Stieltjes et la précédente. Considérons ume fonc- 


tion de la forme 


et supposons que toutes les intégrales 


if o(u) du, f. TEE Ua hg oe ee a u?s(u)du, 
0 0 0 


soient absolument convergentes. 
Nous aurons pour /(z) un développement asymptotique 


oa) 


faa a(u)du— sf wa(u) du otf u2a(u)du—..., 
0 0 0 


valable pour tout chemin tendant vers s =o en restant a l’exté- 
rieur d'un angle. arbitrairement petit ayant pour bissectrice la 
portuon négative de l’axe réel; en outre, toutes les dérivées de f(s) 
admettront des développements asymptotiques, se déduisant du 
précédent par dérivation terme a terme. Considérons maintenant 
la fonction associée, c’est-a-dire 


~n 


Bee) 27h a(u)du—~ f uo(u)du + —f ueo(u)du—... 
0 0 pagal) 
Sn e—M a(u) du, 
0 


la fonetion I(t) est holomorphe dans le plan (2) dans la partie de 


ce plan située a droite de Vaxe imaginaire. Pour appliquer la som- 
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mation de M. Borel, il faut calculer 


a 


Fi(4) = e 4 F( az) da; 
0 


supposons la partie réelle de z positive. Nous aurons 


a 


Aay= fo exe Gs e-auz o(u) du) da; 
0 0 


dans les conditions indiquées, on peut modifier ordre des inté- 


gralions et écrire 


ji(4) Sh a(u) (f C—O uz) a) du, 
0 $10) 


et on trouve immédiatement (' ) 


fi (3) = f (4). 


e 


Le résultat subsiste pour toute intégrale de Stieltjes 


fe dz(u) 
ieee sw us 
~ 


[ un dz(u) 


410) 


lorsque V’intégrale 
q § 


converge absolument quel que soit 7. 

Pour étre complet, il faudrait étudier le cas ot les intégrales 
employées ne convergent pas absolument. En réalité, la ques- 
lion peut étre résolue sous une autre forme, par le théoréme sui- 
vant, di a M. F. Bernstein (*) : 


(1) On peut noter que ; 
ROOT) = cof e- u" o(u) du, 
0 
et prouver facilement la convergence absolue des intégrales 

7 
ie e-* FA) (az) da. 
“0 


2) Jahresbericht der deustchen Mathematiker Vereinigung, 28, 1919, p. 50 
5 5 9 by P 
AGon 


BOREL ET BOULIGAND 10 
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Si une série 


Com 1 4 + Cy B® + avalye 

est telle que la fonction associée ait un rayon de convergence fini 
et que les déterminants désignés par A, et B, (n° 28) solent posi- 
lifs, cette série est absolument sommable au sens de M. Borel. 


59. Indiquons une extension de la sommation de M. Borel, due 
a M. Le Roy ('). Soit le développement taylorten a rayon de con- 
vergence nul 


\ 


Gy Ug U, 3+ Ug B27. Uy BY... 


imaginons qu’on ait mis U, sous la forme 


=e) 


un = anf o(2)ardaz, 
0 


la série y dn 3” ayant un rayon de convergence fini et conduisant 


ea) 


0 
par prolongement a une fonction analytique F(z) telle que linté- 
grale 


ie Sep o(v) F (za) dz 


(laquelle équivaut tormellement a la série imitiale) représente une 
fonetion holomorphe de z lorsque ce pomt reste a Vintérieur d’un 
certain angle ayant pour sommet l’origine. Alors, M. Le Roy se 
propose de définir des cas ot l’on peut regarder f(s) eomme la 
somme de la série (1). La méthode de Stieltjes consiste 4 prendre 


: I 
O(a) Riz) = 


= 
+ 
US) 


La méthode de M. Borel revient a poser 


DCO N= sea 
ce qui donne 


Dye eh if 6? a de = a, (n+1). 
510 


(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1900. 
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M. Le Roy généralise cette derniére méthode de la maniére 
suivante : supposons la série Lupzs” compléte et étudions le cas 
ot Von aurait 

Un= an U(pn +1), 


p désignant un nombre positif et a, le coefficient de 3” dans le 
développement taylorien d’une fonction F (z) remplissant les con- 
ditions ci-dessous : 


° F(z) est holomorphe pour z= 0 et dans un angle ayant son 
sommet en ce point et s’étendant jusqu’a l’infins ; 
2° I (z) se comporte a l’infini de maniére que l’intégrale 


is o(x2)F (zx) dx 
0 \ 


et toutes ses dérivées soient absolument et uniformément conver- 
gentes. 

Alors la fonction f(z) définie par cette intégrale est holomorphe 
dans langle en question. 

En outre,:le nombre p est attaché a la série des u, de maniére 
que, ¢ Gtant un nombre posit arbitrairement petit, la série 


un 
Que renee inp eyed. 


ait un rayon de convergence nul, et que par contre la série 


len n 
» Mie inl A he 
I[n(p+e)+1] 
représente une fonction entiére. 
Cela posé, nous avons 


1 


=4 : 
Ka an e-a? aP dx ((posex wh 7), 
0 - 


SIH 


I(pnr 1) ae weet di 
0 


dou, par un calcul formel, 


S n ai 


She D iE > insta sf e—? P| F (sx) da; 
0 
0 
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associons a la série divergente la fonction f(z), définie par cette 
intégrale. Pour p =1, on retrouve la sommation de M. Borel. 

Pour p positif quelconque, M. Le Roy montre encore que les 
théorémes fondamentaux de M. Borel s’appliquent. Une série 
sommable a l’ordre p, suivant M. Le Roy et vérifiant une équa- 
tion différentielle algébrique, donne encore une intégrale de cette 
équation (loc. ctt., p. 413 et suivantes ). 


Applications aux équations différentielles. 


60. Le théoréme de M. Borel (n° 56) et la généralisauion de 
M. Le Roy (n° 59) nous conduisent a étudier les applications des 
séries sommables aux équations différentielles. Gonsidérons, pour 
abréger |’écriture, une équation différentielle unique, algébrique 
par rapport a y et a ses dérivées, analyuque en x 


FO II pe FO) =. 


Sui une série sommable par une des méthodes précédentes 

vérifie formellement Véquation différentielle, la fonction 

analytique quelle définil est une inlégrale de lVéquation ('). 
‘On sait dailleurs que les séries vérifiant formellement f= o 

s’obuennent par des différentiations successives; on a ainsi le 

moyen de déterminer, dans des cas étendus, les intégrales des 

équations différentielles dans le voisinage des points singuliers. 
Prenons par exemple |’équation 


cherchons a déterminer lintégrale y qui, pour «=o, se réduit 
aussi a zéro, 
En différentiant l’équation proposée, on obtient successive- 


(') Cet énoncé suppose implicitement que f est une fonction holomorphe de z 
dans le voisinage de «=o; cette hypothése est nécessaire pour que le calcul 
formel soit possible. On pourrait étendre les considérations du texte au cas ou 
les coefficients de v, 7’, ... seraient des séries en 2, absolument sommables dans 
une méme région, | 
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Meme: 
ES: dy SS ears 
Lb lin 92 i + Ake re 
ay dy dy dy 
Pe h eC = 
Zs dx Si wer IS hs da 7 da? 2 


jay By ay dey 
dax* dat? Gat * dat 


“6 a3 d*y 
x? Lap as Sra ue Fy = 95. 
dx> dx* dx? da ; 


On apergoit aisément ta loi des termes successifs; si l’on fait 


ae aOy Vi H"Or 


on obuient successivement : 


' — 
DA) a 0, 

ple — © 
a Oa 2) 

yi =— 2.3.74 =— 2.3, 

(aX) er ee a a oes 52 22 
VS=— 3-470 = 27.37.4, 
yi) = — 4.5 yl) = — 2237.42.5, 


on obtient done 
Y= O— 203+ 2.30'— 93.425 2.3.4 525—.. 


celle série est divergente quel que soil x. 
‘La fonction associée est 


a? x? 203 x3 23a a 
|B (2286) = ‘aie 
, oe oH 4! 
on a donc - 
te 3 tt pb 
F(¢)=—-—-s4 — ++. 
2 3 4 5 


c’est-a-dire 
F(¢)=¢t—log(i-+t). 


Nous sommes ici dans le cas ott la fonction associée n’est pas 


une 
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fonction entiére (n° 57). L’intégrale obtenue par la sommation de 


M. Borel sera 
y = e—“[axz —log(1+ax)| da. 
0 


61. Nous nous contenterons de signaler sans démonstration la 
proposition suivante (Mémoires sur les séries divergentes, 
p. 100 et suv.) : 

Sott 


Oy aee 
a? 7 = B(4, Y) 


une equation différentielle dans laquelle w(x, vy) désigne un 
polynome ne renfermant pas de terme de degré 0 ou 1. Si l’on 
calcule le développement formel de UVintégrale qui correspond 
aux conditions tnitiales 


on obtient une série généralement divergente 
Yi Ae L? A AgL8 es. 


La série associée 


a certainement un rayon de convergence different de zéro. 


I] résulte de la proposition précédente que pour l’équation diffé- 
rentielle étudiée, la méthode des séries sommables substitue a 
Pétude dun développement partout divergent, étude d'un déve- 
loppement de Taylor dont le rayon de convergence n’est pas 
nul (1). Dans des cas favorables, on pourra reconnaitre que la 
fonction obtenue en prolongeant ce développement est holomorphe 
dans certains angles s’étendant a linfini, et moyennant la conver- 
gence, trouver une intégrale par la méthode de M. Borel. Nous 


8 
verrons au Chapitre suivant le parti qu’on peut espérer tirer, dans 


(1) Par cet artifice, la singularité qui existait ainsi au point w =o se trouve 
en quelque sorte dispersée dans tout le plan. 
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cet ordre didées, de certains modes explicites de prolongement 
dus aM. Le Roy. 

Des généralisations aux équations différenticlles algébriques 
quelconques ont été indiquées par M. Maillet, dans un Mémoire 
des Annales de l’Ecole Normale (1. 20, 1903, p. 487 et suiv.). 
Mais on n’a guére dans cet ordre d’idées de résultats simples, 
affirmant 4 lavance qu’au yoisinage d’un point singulier d’espéce 
déterminée d’une équation méme linéaire, telle ou telle méthode 
de sommation réussira. 

En terminant ce Chapitre, obseryons que nous n’y avons pas 
fait usage de la théorie du prolongement analytique; nous avons 
tenu a montrer que la théorie des séries sommables en est indé-’ 
pendante. Il y a cependant entre les deux théories des relations 
intéressantes dont nous allons maintenant nous occuper. 


$e 


CHAPITRE IV. 


LES SERIES SOMMABLES ET LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE. 


Le polygone de sommabilité. 


62. Considérons une série de Taylor 


O( 2) = Uo Ue Uy Bg Bo oe 


dont nous supposcrons essentiellement le rayon de convergence 
différent de zéro. Nous supposerons aussi que ce rayon n’est pas 
infini, le cas ot la série ne divergerait pour aucune valeur de z ne 
pouyant ayoir d’intérét ict. 

Soit z) une valeur de s pour laquelle la série est divergente ; il 
est naturel de convenir que la somme de la série 


Uy + Uy Zo-+ U2 Zp+... 


est égale a 9( 9), en désignant par 9( Zo) la valeur au point z= 25 
de la fonction analytique définie par la série proposée. 

On est ainsi conduit naturellement, par la théorie du prolonge- 
ment analytique, 4 une méthode de sommation des séries diver- 
gentes; il est clair, en effet, que si l’on a une série numérique 


divergente 
D == (jeep Ogee Yay tee 


on pourra, en désignant par Z) une constante quelconque, poser 
Py = nee C7150 LP Ong eee) 


et il viendra 
9 = Uy Uy y+ Ue S84... = 9 Zo). 


Il est manifeste, d’ailleurs, que le résultat obtenu ne dépend pas 
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de la yaleur choisie pour zy; on peut supposer, par exemple, 
Zy= 1. 


Mais il est clair que la méthode précédente ne peut s’appliquer 
que si la série 9(z) aun rayon de convergence différent de zéro, 
ce qui revient a dire qu’il existe un nombre M tel que l'on ait, 


quel que soit n, 
| Pn les Mae 


il existe done des séries absolument sommables auxquelles ne 
s'applique pas la méthode du prolongement analytique; parmi 
ces séries se trouvent, en particulier, les séries divergentes qui 
vérifient les équauions différenticlles au voisinage de certains 
points singuliers. Par contre, il existe, comme nous le verrons, 
des séries auxquelles s’applique la méthode de prolongement 
analytique et qui ne sont pas absolument sommables; nous ver- 
rons cependant que le remplacement de la fonction sommatrice e@ 
par e, k étant un entier conyenablement choisi, permet de les 
sommer, dans des cas trés é6tendus (voyez n° 69). 


63. Il importe ici de faire une remarque essenticlle; dans le cas 
ot la fonction analytique 9(2) n’est pas uniforme, la théorie pré- 
cédente conduit a attribuer a la série divergente o(2,) plusieurs 
valeurs différentes, ou méme une infinité. Il en est de méme, 
@ailleurs, pour les séries convergentes. 

Soit, par exemple, 


= =) 3 oh 
Oo). = loo iz) = a, 
2( 2) ee Mee igre Ges ; 
Pour z= 1, il vient 
ee Las a te ed 
O82 te Sg 7a 


D’aprés la théorie du prolongement analytique, on doit admettre 
que cette série convergente a pour somme, non seulement la 
valeur arithmétique de log2, qui est sa somme arithmétique, mais 
toutes les valeurs de log(1-++- 2), pour s 1, c’est-a-dire 


loge + 2kiz, 


ou # est un nombre entier quelconque. Cette convention n’est 
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d’ailleurs pas plus étrange que la théorie de Cauchy, qui attribue 
cos mémes valeurs a lintégrale définie 


2 
az 
Say 
1 & 


i condition que le chemin d’intégration puisse étre convenable- 
ment choist (‘). 

Pour plus de netteté, nous éviterons d’attribuer a une série 
des valeurs multiples; dans ce but nous conviendrons d’entendre 
par 9(<,) la valeur que lon obtient lorsque l’on va de z en Z en 
suivant un chemin rectiligne; la série est ainsi définie dans tout le 
plan, sauf sur le prolongement des droites qui joignent Vorigine 
aux points singuliers (?). 

La maniére dont se pose le probléme des séries divergentes est 
alors la suivante : Déterminer la valeur numérique de 9(Zo) en 
fonction des valeurs numériques de ses termes. La théorie du 
prolongement analytique fournit d’ailleurs théoriquement une 
méthode pour résoudre cette question; mais cette méthode n’est 
guére prauiquement applicable. Nous verrons au Chapitre suivant 
comment Mittag-Leffter en a donné une solution compléte des 
plus élégantes; nous allons étudier ici la solution qui en est 
fournie par la théorie des séries sommables, solution qui est moins 
étendue que celle de Mittag-Leffler, mais qui parait étre, en 
général, plus simple dans les cas ow elle est applicable. 


64. Dans ce but, nous allons démontrer‘le théoréme suivant : 
St la fonction analytique o(s) est holomorphe a Vintérieur 
d’un cercle CG passant par Uorigine, et sur ce cercle, la 
série 9(z) est absolument sommable sur le diamétre du cercle 
gut passe a lorigine, y compris son extrémité. 


(') IL est ailleurs aisé de transformer Vintégrale en la série. On a 


2 Wt 1 

az dz 
Pee —_ (I—s+ 3?—si+ zi—...) dz 
v4 S / 0 ee 


(*) La région dans laquelle o(z) est ainsi définie coincide avec l’étoile de: 
Mittag-Leffler. 
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Nous désignerons par OM le diamétre du cercle C qui passe 
Vorigine; M est son extrémité; d’autre part, nous remarquerons 
que, la fonction f(z) n’ayant aucun point singulier sur C, on peut 
tracer un cercle C’ concentrique a C et de rayon plus grand, tel 
que la fonction n’ait aucun point singulier sur C’ ni a son inté- 
rieur ('); nous désignerons par O'M! le diamétre de C’ qui coin- 
cide avec OM; O' est voisin de O et M’ voisin de M. 

La fonction 9(z) étant holomorphe a l’intérieur de C’ et sur C’, 
les coefficients u, de son développement em séric sont donnés par 


I o(a2) dz 
Un = — Deanna (G7 ta On INS 2 gore’sv- 9)-) 6 


la formule 


Nous allons, a l’aide de ces valeurs de u,, former Ja fonction 
entiére associée a 9(s); cette fonction 9(a) est définie par la 
formule 
Ua Uy a” 2 U3 a> 2% 

se 


O(a) = uy+ 


On a donc, en remplagant les uw, par leurs valeurs, 


I I QZ Wz? a z3 
CaN ey eee an + —— +... |dz 
me Es Meat ) ie x 1.22 1.2.3.0 4 


c’est-a-dire 


(a) = fer ae. 


QUT 
On obtient ainsi 


e-* 8 (a) = to (SON NSS Dine 


Supposons z choisi de telle maniére que l’on ait, quel que 
soit z sur C’, 


partie réelle de — <I—g, 


¢ étant un nombre positif; désignons d’ailleurs par M le maximum 


de | 22) 


sur C’, et par R’ le rayon de ce cercle; on aura 


jena O(a)|< = [Me | die) = MRe-<a, 
27 So, 


(*) Cest une conséquence du fait que towt point limite de points singuliers 
est singulier, c’est-a-dire que l’ensemble des points singuliers est fermé. 
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Donec Pintégrale 


fo #1 o(a)lda 


a certainement un sens. On ferait aisément une démonstration 
analogue pour les intégrales 


2) 


aS e-# | 0) (a) | da (d Sin DE is eae 
0 


La série 9(z) est donc absolument sommable pour toutes les 
valeurs de z qui satisfont a la condition 


(1) partie réelle de= <I—e, 


quel que soit x sur C’, ¢ étant positif. 
Il est clair que si, x étant donné, l’on détermine la droite leu 
des points tels que l’on ait 


z 


(2) partie réeellede = = 1, 
la condition (1), dans laquelle 2 a une valeur déterminée, est 
yérifiée pour tous les points situés d’un certain cdté de cette 
droite et pour ces points seulement. 

Il en résulte que, étant donné un point z, le lieu des points 3 
qui satisfont a la condition (1) est formé de la portion du plan 
située du méme coté que l’origine par rapport a la perpendiculaire 
élevée au point # Ala droite qui joint ce point a Vorigine. Si lon 
effectue cette construction pour tous les points de C’, on sait que, 
le point O étant intérieur aC’, Venveloppe des perpendiculaires 
qui viennent d’étre définies est une ellipse ayant pour grand 
axe O'M’ et pour foyer le point O; cette ellipse est done d’autant 
plus aplatie que le cercle C’ est plus voisin de C; mais, dans tous 
les cas, elle renferme a son intéricur le segment OM qui joint 
ses deux foyers. 

Notre proposition est donc démontrée, car il résulte de ce qui 
précede que la série o(z) est absolument sommable pour tous les 
points intérieurs a Vellipse ('). 


(1) Elle est méme absolument sommable pour les points de Vellipse, car o(z) 
n’ayant pas de points singuliers sur C’, on pourrait remplacer C’ par un cercle 
plus grand G"; V’ellipse est ainsi remplacée par une ellipse homofocale plus grande 
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Il est dailleurs clair que la série o(z) étant absolument som- 
mable a Vintérieur de ellipse, sa somme est une fonction ana- 
lytique réguliére dans cette aire ('); et, comme cette fonction 
analytique coincide évidemment avec 9(z) dans la partic commune 
a lellipse et au cercle de convergence de ¢(z), elle est égale a 9(2) 
dans toute Vaire considérée, et en particulier sur le segment OM. 

Nous possédons maintenant les éléments nécessaires pour définir 
exactement le domaine dans lequel la série 9(z) est abso/ument 
sommable. Nous venons de yoir en effet que cette série est abso- 
Jument sommable en un point M, si la fonction analyuque 9(z) 
n’admet aucun point singulier a Vintérieur du cercle C décrit 
sur OM comme diamétre, ni sur ce cercle. 

D’autre part, il résulie d’une proposition démontrée au Cha- 
pitre précédent (n° 54) que, si la série g(z) est absolument som- 
mable en M, elle est absolument sommable sur OM, ct que sa 
somme définit une fonction analyuque n’admettant aucun point 
singulier a Pintérieur du cercle C, mais pouvant en admettre sur 
ce cercle:(?). 

65. On peut réunir les deux propositions précédentes en un 
seul énoncé en disant que, pour que la série-o(z) soit sommable 
en M, tl est nécessatre que la fonction analytique 9(2) n’ad- 
mettle aucun point singulier a Vintérieur de C, et suffisant 
que celle fonction nadmette aucun point singulver, sou a 
Vintérieur de C, soit sur C. 

Ceci posé, désignons par A un point singulier de 9(z) et par A 
la perpendiculaire élevée en A a la droite OA; si le point A est 


(*) [l pourrait y avoir une difficulté, Vintégrale 
2 
e-“§ (a) da 
ei 

qui définit la somme, ayant sa limile supérieure infinie. I] suffit d’observer qu’il 
existe un nombre «¢ tel que lon ait, a partir d’une valeur five de a, quel que 
soit z intérieur a l’ellipse e-“|9(a)|<e-=¢. L’existence de ce nombre ¢ se 
démontre aisément en considérant une ellipse homotocale plus grande, comme il 
est expliqué dans la note précédente. On peut exprimer ce fait en disant que la 
série est uniformément sommable a l’intérieur de l’ellipse. 

(?) D’ailleurs cette fonction analytique, coincidant avec 9(z) sur la portion 
de MO intérieure au cercle de conyergence de la série 9(z) est identique a la 
fonction 9(z). 
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sur C, la droite A passe en M; si le point A est intérieur aC, la 
droite A rencontre le segment OM, c’est-a-dire coupe la droite OM 
entre O et M; st le point A est extérieur a C, la droite A ne ren- 
contre pas le segment OM. On peut aussi distinguer ces deux 
derniers cas en disant que, suivant que A est extérieur ou inté- 
rieur a C, les points O et M sont ou ne sont pas du méme cote 
dees 

Donc, si A était le seul point singulier de 9(z), pour que la 
série fit absolument sommable en M, il serart nécessaire que M 
ne soit pas au dela de A par rapport a O(M pouvant étre 
sur A), et suffisant que M soit en deca de A par rapport aO 
(le cas de M sur A étant douteuz). 

Dans le cas ot il y a un nombre limité de points simguliers, 
tragons les droites A’, AY, ..., A® qui correspondent a chacun 
@eux de la méme maniére que A correspond a A. La portion du 
plan située du méme cété que O par rapport a chacune de ces 
droites constitue ce que nous appellerons le polygone de som- 
mabilite. 

Dans certains cas, ce’ polygone peut ne pas étre fermé, c’est- 
a-dire s’étendre jusqu’a Vinfini. Nous avons indiqué, dans les 
figures 11, 12, 13, 14, quelques-uns des cas qui peuvent se pré- 


senter, en supposant qu il y ait quatre points singuliers A, B, C, D. 
Le polygone de sommabilité est couvert de hachures. 

Dans le cas ot il y a une infinité de points singuliers, il peut 
fort bien arriver qu’il existe un polygone de sommabilité d’un 


nombre limité de cdtés (1), formé par les droites qui corres- 


(') Hen sera méme toujours ainsi dans le cas oul, le polygone de sommabilité 
ne s’étendant pas a Vinfini, les points singuliers n’ont aucun point limite a 
distance finie (c’est-a-dire sont en nombre limité dans toute région finie du plan). 
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: pondent a un nombre limité de points singuliers, les droites cor- 
respondant aux autres points singuliers ne renéontrant pas le con- 


Fig. 12. 


tour de ce polygone et ne jouant. par suite aucun role : il en est 
ainsi, dans la figure 13, de la droite qui correspond au point D. 


_Enfin, il peut arriver que les points singuliers n’étant pas en 
nombre fini, ensemble des droites A forme un polygone d'une 


tHiyyy 


infinité de cétés, ou bien qu'une infinite d’entre elles enveloppent 
une courbe : ce dernier cas se présentera lorsque la fonction 


Pe mete 
a eae 


Wait iaers 2 
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admet une ligne singuliére essenticlle; seulement, il pourra arriyer 
que la courbe soit eri dehors du polygone de sommabilité comme, 
dans la figure 13, la droite qui correspond a D. 

Quoi qu'il en soit, nous conserverons toujours le nom de poly- 
gone de sommabilité @ Pensemble des points du plan qut sont, 
par rapport a@ toutes les droites A correspondant aux divers 
points singuliers, du méme cété que le point O. Ces points A 
sont dits crtérieurs au polygone; leurs points limites (') consu- 
tuent le contour de ce polygone : chacun de ces points limites se 
trouve sur au moins une droite A. 


66. Ces définitions posées, on a la proposition suiyante : 


La série 9(3) est absolument sommable pour les points inté- 
rieurs au polygone de sommabilité; elle peut lVétre ou non 
pour les points du contour, elle ne lest pas pour les autres 
points du plan, c’est-a-dire pour les points extérieurs au 
polygone. 7 


On voit que cette proposition définit d’une maniére précise le 
domaine dans lequel la méthode des séries absolument sommables 
permet de réaliser le prolongement analyuque de ¢(z); ce domaine 
peut étre plus ou moins étendu, suiyant la distribution dans le 
plan des points singuliers, mais un fait est essentiel dans les appli- 
cations, comme nous le verrons a la fin de ce Chapitre : ce domaine 
dépasse le cercle de convergence en tout point non singulier. 
En d’autres termes, soit A un point du cercle de convergence, 
non singulier pour 9(z) : tl existe un cercle de centre A et tout 
entier intérteur au polygone de sommabilité. 

Observons, en terminant ce paragraphe que, si l’on se place 
au point de vue du prolongement analytique, les diverses propo- 
sitions sur la possibilité d’additionner, de multiplier, de diffe- 
rentier les séries divergentes; de les modifier en ayoutant entre 


eux, permulant, ou supprimant un nombre limité de termes, 


(1) Un point limite est un point dans le voisinage duquel se trouve une infinité 
de points A, c’est-a-dire tel qu’il y ait des points A dans tout cercle de rayon si 
petit qwil soit, ayant ce point pour centre. Nous ne comptons pas ici les points A 
parmi les points limites. 
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toutes ces propositions dont la démonstration a occupé une grande 
partie du Chapitre précédent deviennent évidentes. Seulement 
elles ne sappliquent qu aux séries auxquelles correspondent 
des séries de Taylor o(%) a rayon de convergence différent de 
zéro; c'est pourquoi nos démonstrations n’étaient pas inutiles. 


Les généralisations simples de la méthode exponentielle. 


67. Il résulte de ce qui précéde que le polygone de sommabi- 
lité relatif 4 une fonction ¢(z) est parfois a peine plus étendu que 
le cercle de convergence. Nous allons montrer comment, en modi- 
fiant légérement la méthode de sommation exponentielle, on peut 
arriver a sommer une série de Taylor dans une région bien plus 
étendue. 

La modification dont nous voulons parler consiste 4 employer, 
comme fonction sommatrice, la fonction e“, & étant un entier 
positif, au lieu de e# ("). 


Ona 


k ak ark qk 
CL te Tree Sah pena ema ic 
I Dik 7 


Si l’on considére la série 
O(Z) = Up + Uy S-+ Ug B+... + Up sk+... 


et sion désigne par s, la somme de ses z premiers termes, on se 
trouve conduit a chercher la limite vers laquelle tend l’expression 
k 2k 

SEQ Sofa 

Sot a : a 


LG) Mime g oaks Came 


lorsque @ augmente indéfiniment par valeurs positives. 


(‘) M. Borel a signalé Vintérét qui s’attache a la considération des fonctions 
sommatrices e@* dans son Mémoire Fondements de la théorie des séries diver- 
gentes sommables (Journal de M. Jordan, 1896, p. 121); voir aussi Comptes 
rendus, 7 avril 1896, Ces indications ont été déyeloppées simultanément dans le 
Mémoire de M. Servant, cité p. 94, et dans le Mémoire de M. Borel sur les 
series divergentes. M. Borel expose ici une méthode permettant de démontrer 


ja sommabilité absolue. 


BOREL ET BOULIGAND 11 
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Nous poserons ak = b, o(a) = s(b) et il viendra 


b 2K 0? 
8(b) = e8 (sp ae +...) ; 


or ona 


na 


lim s(6) = sf s'(b) db ye e-6 u(b, 2) db, 
0 0 


b=a 


en posant 


b 
u(b, 3) = Up Uy 3+... Up Zh (usher. Don apes 
: 


b2 
“hy (tern Bh Ug png BK 1)... 


Il s’agit de déterminer dans quelles régions du plan les inté- 


grales 


na 


| oh ; 
f el 9p u(b, =) | ab (E03 Tape on See) 


ont un sens; la série 9(zs) sera dite absolument sommable dans 
ces régions. 


Or, on peut éerire 
u(b, 3) = (6, 3) + 39,(8, 3) + 22 90((b, 2) +... + 2-1 0,_4(D, 3), 


en posant 


b 2 

-90( 8, 3) = Uy + > Un sh + Uae ah Sp Or) 
b 2 

010 6,2) 3 Sy ae 3 Ujena BP = Gi Mek gk... 
b2 

09(0, & = Ug == Ups) oats a Uy f4-9 gtk Sates stole 

Bilsuelavemoneni ts edeiea é ei cnekesaronensnekents UicAe aeileborlerahal oy ecpetatints es behcs 4 


9 


b q 2 
o7—1(6,'3) = Up t+ 7 ak why Mani 3k eee 


Ww 
ox 


D’ailleurs, si Von pose 
ie Vs 


on remarquera que les fonctions 99, 91, ..., Gs, ne dépendent 
que de v; on a, par exemple, 


2 


b 
9o(b, Z)= bo(b, VY) = Uy I el Re 1.2 Ushyi+.... 


On a, d’autre part, 


0( 3) = 00(.7) + 30,( 7) +... ok-l Op—1( Y); 


ose 
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en posant 
Qo(¥) =Up UY AUey? +..., 


Oi(y) =U + UR yY 4 Uory?+..., 
Opa (7) = Up Unk Y + Ugh y+. 
Si Pon applique ala série 99(y) la méthode de sommation expo- 


nentielle, on obuent 


a) 


Oy) = fo eb dolby) db 
Ai) 


et Von sait que les intégrales 


Ce) 


a e—? 
0 


ont un sens a l’intérieur du polygone de sommabilité relatif a 9,(y) 


db 


gh ‘ 
gon Var) 


et n’en ont pas a l’extérieur. 
Or si Pon désigne par » une racine primitive de |’équation 


GE Sa ii 
on a visiblement 


0o(y) = 9(4) + o(ws) + 9(w2s) +... e(ak—tz). 


Les points singuliers de la fonction @)(y) se déterminent done 
aisément si l'on connait les points singuliers de 9(s); en dési- 
gnant par un point singulier de 9(z), la fonction 9)(7v) admet le 


point singulier 
cee 


et Yon obtent ainsi ¢ous les points singuliers de 49( 7); il en est 
ailleurs de méme pour les autres fonctions 9;; on a, par exemple, 


9( 3), elms) | g(wk-tz) 
& 


WZ ‘ wk—-l zg 


et Yon voit immédiatement que le point singulier zs =o, dont on 
aurait pu craindre l’introduction, est seulement apparent. 

Le polygone de sommabilité est donc le méme pour toutes les 
fonctions 9;(y); lorsque y est intérieur a ce polygone, toutes les 
intégrales : 


a ay oh Nat Om Dea Oneiitanas, 
flim nie G ) 


ty 


I 
fo) 
i 
<4 
> 
_ 
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ont un sens. Or ona 
\ 0(b, 2) = 09(b, vy) +...+ a4 107_1(8, vy). 


On en conclut que, si y est intérieur au polygone de sommabilité 
jue, Sly polys ? 


les intégrales 
8 


wa) 


f lsh) 
6-9 | —— 6 Be 
F Looe se 


ont toutes un sens, ce que nous exprimerons en disant que la 


db 


: : ; * 
foncuon o(z) est absolument sommable par l’emploi de e”. 


68. Il reste a déterminer dans quelle région de son plan se 
trouve 2 lorsque y est a l’intérieur du polygone de sommabilité 
que nous avons défini; il suffit évidemment pour cela de savoir 
quelle courbe correspond, dans le plan de la variable sz, 4 un cété 
déterminé de ce polygone. 

Nous avons yu que, en désignant par @, un point singulier 
de o(s), le point singulier correspondant des fonctions 9;(y) 


est an Si nous posons 
Oy — Ty eltts | 


la perpendiculaire élevée au point «* a la droite qui joint lorigine 
a ce point, perpendiculaire qui est un des cétés du polygone de 
sommahbilité, aura pour équation, en coordonnées polaires, 


(1) 01 cos(0;— kay) = r'*, 


en désignant par g, et 0, les coordonnées courantes, ce qui revient 
a poser 
Y = pets, 


Si nous posons, d’autre part, 
on a yisiblement 


Pat ae 84 FT ke, 


et la courbe qui, dans le plan de la variable z, correspond a la 
droite (1), située dans le plan de la variable y, a pour équation 


(@)) o* cosk(8 — a,) =r, 


Telle est la courbe qui limite la région de’ sommabilité absolue, 


~~ 
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lorsqu’on emploie la fonction sommatrice e”; on doit y joindre 
naturellement les courbes analogues, correspondant aux divers 
points singuliers a», %3, ..., pour obtenir le polygone de somma- 
bilité, ict curyiligne ('), 
La courbe (2) est aisée a construire; elle est formée de k 
} 
branches hyperboliques égales entre elles, tangentes au cercle 


et asymptotes aux droites 


rs 
ay + (2m +1) Cie =! Onis De bey ei — ss 
a 
Figurons-la, en supposant, pour fixer les idées, A = 3; le point « 
esten A, 


Mais le point essentiel pour nous est le suiyant : il résulte de 
Péquation (2) que Vona 


cosk(0 — ay) > 0, 


c’est-a-dire que, m étant un entier convenablement choisi, on 


(1) Il résulte simplement de notre démonstration que la série est absolument 
sommable dans la région du plan siluée, par rapport a ces diverses courbes, du 
méme céoté que J’origine, mais non pas qu’elle n’est pas absolument sommable 
dans l’autre région; mais nous n’aurons pas besoin de ce dernier résultat. 
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doit avoir 


c est-a-dire 
(4m—1)r ; (4m +1) 


ay+ 
2 2k 


Il ne saurait done y avoir de points de la courbe dans les angles 
définis par les relations 


alee _ Ams 3) a 


a 
ie 2k 


SOS ay 
Si l’on pose 


ay = On, 


z 
2k 


ces relations deviennent 


2.700 2m = 1 
TSOSb)+ or 


by+ i oe 


1 


ou bien 


2m ~0—b, _2m+1 
<< < ‘ 
Oe | PGE ret es k 


69. Cela posé, considérons une fonction o(z) n’admettant pas 
une infinité de points singuliers a distance finie, c’est-a-dire telle 
que, dans un cercle de centre O et de rayon fini, il y ait un 
nombre limité de points singuliers. Soit, de plus, M un point du 
plan, tel que le segment OM ne contienne aucun point sin- 
gulier de o(z) et ne fasse, avec aucune des droites qui 
Jowgnent O & ces points singuliers, un angle commensurable 
avec Tt. 

Nous allons démontrer que l’on peut choisir le nombre k de 
telle maniére que 9(z) soit absolument sommable en M. 

Dans ce but, désignons par p et 9 les coordonnées polaires 
de M; par hypothése, (zs) admet a lintérieur du cerele de 
rayon gun nombre limité de points singuliers ,, #2, ..., %- Ul 
est @ailleurs clair que, pour étudier la sommabilité de la série 
en M, il n’y a pas lieu de se préoccuper des points singuliers 
extérieurs au cercle de rayon p, puisque les courbes correspon- 
dantes sont enuérement extérieures a ce cercle. Nous venons de 
voir que, pour que le point M se trouye dans la région de somma- 
hilité par rapport a la courbe relative au point singulier «4, il 
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suffit que l’on ait la relation (3) que nous écrirons 


2m +1 


2m 
= £18 m entier 

Sy ? 
Mee tinge ; 


en. posant 


On obtiendrait de méme des inégalités analogues relatives aux 
autres points singuliers a, ..., %g. En posant 


(BN eel ATED 


A+—=b 
aig Bremen: Nea TS oaewnn ate ), 
0 — bd) 
ee 


TT 


ces inégalités s’écriront 


2M), 


2mM),-+ 1 
4 Gy ences os 
( ) ik — A= ~ 


k 


les m) étant des nombres entiers. 

I] faut montrer qu’il est possible de choisir les nombres k, m,, 
Ms, ..., mm, de maniére que ces inégalités soient vérifiées. Or, 
_cetle proposition est une conséquence immédiate du théoréme sui- 
yant, que Kronecker a obtenu en généralisant un théoréme 
d’Hermite : Etant donnés des nombres incommensurables x4, 
Ho, ..., Lq et des nombres quelconques y,, ¥2, ---)Vq, tl est 
possible de trouver des entiers m,, Mz, ..., mg tels que lon 
alt 

| maxz;— mi— y; | <e (CeO RS einen 
quel que soit le nombre positif ¢ donné d’avance. 

Ainsi, étant donnée une série de Taylor 9(z) a rayon de con- 
vergence non nul, la méthode exponentielle généralisée permet 
de la sommer en tout point M satisfatsant @ la condition déja 
indiquée, c’est-a-dire en un point aussi voisin que l’on veut 
d’un point quelconque du plan, si toutefois on suppose que 9(3) 
n’a qu'un nombre limité de points singuliers dans toute aire finie. 
Le théoréme précédent a quelque analogie avec celui de Mittag- 
Leffler, dont nous parlerons au prochain Chapitre, mais il est 
moins parfait en deux points : 

1° La valeur du nombre & dépend de la position de M ; 
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2° Cette valeur est difficile 4 déterminer lorsqu’on connait seu- 
lement la série ¢(z), bien quil soit possible de donner des pro- 
cédés théoriques pour effectuer cette détermination. 
Nous bornerons la notre étude de la méthode exponentielle 
généralisée, laissant de cété son application a l'étude des fonctions 
non uniformes autour d’un point singulier, supposé unique sur le 


cercle de convergence ('). 
C 


La recherche des points singuliers. 


70. Les méthodes précédemment exposées fournissent un 
moyen, au moins théorique, d’étudier un développement de 
Taylor 9(s), hors de son cercle de convergence. On peut done 
chercher a les appliquer a la recherche des points singuliers 
de 9(3). 

Les relations entre les points singuliers d’une fonction et son 
développement de Taylor ont été étudiées pour la premiére fois 
par Darboux, dans son Mémoire Sur l’approximation des fonc- 
tions'de grands nombres (Journal de Liouville, 1878) : les 
points singuliers étant connus, il s’agissait d’en déduire la valeur 
principale des coefficients de la série. C’est le point de vue inverse 
(@ailleurs étroitement lé au précédent) qui va nous occuper ici. 

Le probléme de la détermination des points singuliers au moyen 
des coefficients a été abordé pour la premiére fois par M. Hada- 
mard, dans sa Thése (7) bien connue et suiyie de prés par le 
célébre Mémoire ot il détermina le genre de la fonction ¢(s) de 
Riemann et marqua des progrés essentiels en la théorie des fonc- 
lions entiéres (*). 

Les travaux de-M. Hadamard en ont suscité d’autres nombreux 
et importants, parmi lesquels ceux de M. Fabry (*) et ceux de 


(*) Voir Mémoire sur les séries divergentes, p. 77-78. 

() Essai sur Vétude des fonctions données par leur développement de 
Taylor (Journal de M. Jordan, 1892). 

(*) Hapamarp, Sur les proprietés des fonctions entiéres et en particulier 
ad’une fonction considérée par Riemann.(Journal de M. Jordan, 1893). Pour 
la place que tiennent les travaux de M. Hadamard dans la théorie, on peut con- 
sulter les Lecons sur les fonctions entiéres de M. Borel. 

(‘) Annales de l’Ecole Normale, 1896; Journal de Mathématiques, 1898; 
Acta mathematica, t. XXII. 
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MM. Leau et Le Roy. Un exposé, méme sommaire, de la question 
du prolongement analytique dans son état actuel dépasserait les 
limites de ce volume et ferait double emploi avec le magistral 
exposé de M. Hadamard intitulé : la série de Taylor et son pro- 
longement analytique, exposé qu il a récemment mis au courant 
en collaboration avec M. Mandelbrojt. Aussi développerons-nous 
surtout les conséquences de la théorie des séries sommables et les 
travaux qui s’y rattachent : nous nous bornerons a la méthode 
exponentelle; des considérations analogues s’appliqueraient, 
mutatis mutandis, a ses généralisations. 


71. Nous ayons vu que si l’on considére une série de Taylor 
O(Z) = Uy + Uy 5+ Ues?-+... 
et la foncuion entiére associée 


UWjas  Uz,a? 3 


F(az)=uUp+ 


= Se 
2! 2 


les intégrales 
a) 
e—@ | FY (a3) | da 
AT) . 
ont un sens pour les points z intérieurs au polygone de sommabi- 
lité et n’en ont pas pour les points extérieurs. D’aprés le lemme 
du n° 46, il en résulte que l’élément de chacune d’elles tend 
vers zéro quand a tend vers + . Pour la recherche des points 
singuliers, il nous suffira de considérer Vintégrale 


oO 


ir en | Nica) ida. 
it) 
Nous venons de dire que la quantité sous le signe somme tend 
vers zéro..5i l’on pose, comme plus haut, 


on pourra dire que le produit 
Bi 
Cer SRC!) 
tend vers zéro lorsque b augmente indéfiniment par valeurs réelles 
positives (car p est réel ct posiuf). 
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D’autre part, si Vintégrale (1) est dépourvue de sens, on peut 


affirmer que le produit 
ate—*|F(az) | 


ne reste pas fini lorsque @ augmente indéfintment par valeurs 
réelles positives (1); il en est évidemment de méme du produit 


b 
bee *| F(bei)|; 


or sile point s= pe est extérieur au polygone de sommahilité, 
il existe certainement un nombre p, inférieur ao tel que le point 
== ,e” soit aussi extérieur a ce polygone; donc le produit 


b 
bee 1 F (bei) | 


ne reste pas fini quand 6 augmente indéfiniment par valeurs réelles 
et positives. 

Mais p, étant inféricur a9; il est clair que ona, pour les valeurs 
de & dépassant un nombre déterminé, 


: 62 ea 04 Eau De 
donc le produit 
b 


e | F (bei) | 


ne reste pas fini lorsque le point s =e" est extérieur au polygone 
de sommabilité. 

- Ces résultats étant établis, donnons a 9 une valeur fixe et cher- 
chons a déterminer le poimt du polygone de sommabilité situé sur 
la demi-droite dont tous les poimts ont pour argument 8. Soit 95 
la valeur de p correspondante. Nous savons que le produit 


b 
e ®| F(be) , 


lorsque 6 augmente indéfiniment par valeurs positives, tend yers 
zéro sil’on a 


a 
P-< Po 


(‘) Il est essentiel d’observer que nous ne pouyons pas affirmer que ce produit 
augmente indéfiniment avec a; il peut prendre des yaleurs alternativement 
grandes et petites; ce qui est certain, c’est qu’il ne pourrait exister de nombre M 
tel que ce produit soit constamment inférieur a M. 
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et ne reste pas fini si Vona 
e > Po- 
Dans le premier cas, on a, a partir d’une certaine yaleur de 6, 
b 


(9) | F(be)| <e?, 


tandis que dans le second cas il existe une infinité de valeurs de 6 _ 
croissant indéfiniment pour lesquelles cette inégalité nest pas 
vérifiée. Il en est de méme de Vinégalité 


log | F(be%)| < 


ola 


© est-a-dire 


1 ee itie I 
(3) AG Mag Ne: 


Désignons pour un instant, par 9(6), le premier membre de 
Vinégalité (3); lorsque 6 tend vers +-o, 9(6) est constamment 


‘ eae Peal SAO . O 
inférieur a-—si l’on a 9< 69; au contraire, si l’on a p > Oy, 
e 


. cht, AG venl! . ° 
o(6) prend une infinité de valeurs supérieures a -- Donc, i! existe 
} o 
v 


une infinité de valeurs de 9(6), correspondant a des nombres 6b 


I 


croissant indéfiniment et tendant vers —; il n’existe pas une telle 


20 


. : I ‘ . 
suite si l'on remplace — par un nombre plus grand, il peut en 
0 


i ens 1 - : I 
exister si Von remplace =; par un nombre plus petit. Done — est la 
0 Po 


limite supérieure de 9( 6) pour 6 infini 

I allt ‘ 

— =lim-— log |T (be) |. 

a ZB 108 [T(be) | 
Ainsi se trouve rigoureusement établie une formule donnée pour 
la premiére fois par M. Servant (‘) : pour la\justifier, nous avons 
dai établir chemin faisant qu'une série 9(z) ne peut étre absolu- 
ment sommable en dehors de son polygone de sommabilité. 


72. Cette formule fait connaitre un point de contour du poly- 


(1) Comparez la Note adjointe au n° 42, 
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gone de sommabilité, le point 


49> poe. 


On pourra donc, dans les cas ot la fonction I'(¢) sera assez 
simple pour que la formule soit pratiquement applicable, déter- 
miner le contour du polygone de sommabilité, ce qui fera con- 
naitre un certain nombre des points singuliers de la fonction. Si 
tous les cétés du polygone sont rectilignes, les perpendiculaires 
abaissées sur ces cétés des polygones feront connaitre des points 
singuliers; s'il y a des cdtés curvilignes, leurs courbes podaires 
sont des lignes singuliéres essentielles pour 9(z). 

On voit que la valeur de py dépend de la maniére dont se com- 
porte la fonction F'(¢) sur une demi-droite issue de !’origine; 
lorsque la direction de cette droite varie d'une maniére continue, 
69 varie aussi d'une maniére continue, puisque, d’aprés la défini- 
tion du polygone de sommabilité, aucun des cétés de ce polygone 
ne passe par l’origine. I] serait intéressant de rechercher si cette 
propriété de continuité, qui appartient aux fonctions entiéres F(t) 
associées 4 une série de Taylor o(z) (a rayon de convergence non 
nul), appartient aussi a d’autres fonctions entiéres; on remplace- 


. 5 I I 2 
rait au besoin le facteur 7 Par gq? % étant, un nombre quelconque. 


Une autre question, suggérée par ce résultat, est la suivante 
Dans la formule qui donne 9), peut-on remplacer le nombre fixe 9 
par un nombre 9’ qui soit fonction de b et tende vers 9 lorsque b 
augmente indéfiniment? Cela reviendrait 4 supposer que l’on 
étudie la fonction F(t) sur une courbe ayant pour direction 
asymptotique la direction 0, au lieu de l’étudier sur la demi-droite 
passant par Vorigine et paralléle a cette direction; cette hypothése 
pourrait étre plus commode dans certaines applications. 


73. Nous allons indiquer maintenant une proposition qui per- 
met de simplifier le calcul de Pexpression 


J er ~~ r 4 
— = lm log | F(t) |, t=6e, 0 fixe. 
20 al 


Supposons, pour simplifier les caleuls, que on donne a ¢ la 
valeur Rn, m étant un entier et R le rayon de convergence de 9(z); 


7 
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nous allons montrer que la valeur de oy n'est pas modifiée st 
Von conserve dans V(t) seulement les termes dont le rang est 
compris entre ; et 3n, le nombre posttif p étant assujetli sim- 
plement & crottre indéfiniment avec n, suivant une loi d’atl- 
leurs quelconque. Si, d’ailleurs, au lieu de se proposer de déter- 
miner 9), On se propose simplement de rechercher si un point 
donné a l’avance est inlérieur ou extérieur au polygone de som- 
mabilité, on pourra prendre pour p une valeur fixe ne dépen- 
dant que du rapport entre le module de ce point et le rayon du 
cercle de convergence de (3). 

Pour démontrer les propositions précédentes, remarquons que 
si on désigne par R le rayon du cercle de convergence de la série 


O(2)i=— Up ys - Uae? 


et par R’ un nombre inférieur a R, il existe un nombre M tel que 
Yon ait 


M 
|Unl< paw Grief its, tc! gical 


Ces inégalités peuvent étre remplacées par la formule unique (') 


& SENG Zee Beas 
sem[cee(A\e (ach 


Si nous considérons maintenant la fonction entiére associée I'(¢) 
nous obtiendrons 


5 ee (Gp a yl Ne : 


Nous poserons ¢ == R'z, et l’on pourra écrire 


F(R’2) <Mez. 


(*) Le signe <, introduit par H. Poincaré, doit toujours séparer deux séries 
de puissances dont la seconde est a coefficients positifs. Il exprime que le 
module de chaque coefficient de la premiére série est inférieur au coefficient 
correspondant de la seconde (voir PoINcaRE, Les méthodes nouvelles de la 
Mécanique celeste, t. 1). 

La relation 9(s) <(z) peut s’énoncer : 9(z) admet 4(z) pour fonction majo- 
rante. 
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Il s’agit d’évaluer lV’erreur que l’on commet, lorsque, dans le 


calcul de F'(¢), pour ('), 
[t)=|R’a2|=RPn, 


hie Aer taie ert oh 
on néglige les termes dont le rang est inférieur as ou supérieur 


a 3n; il faut done calculer la somme de ces termes; le module de 
cette somme est évidemment inférieur 4 la somme des termes cor- 
respondants du second membre, pour 


Goi On 


ces termes étant tous positifs, Or il est aisé de trouver une limite 
supérieure de cette somme. 
Occupons-nous d’abord des termes dont le rang est inférieur 


3 vy TU ane a 
ou égal a A le plus grand d’entre eux est éyidemment celui dont 
le rang est le plus élevé, c’est-a-dire en supposant, pour éviter les 

3 3 . . . Pub 7 ¢ 
complications de calcul inutiles et sans imtérét, que - est jun 


nombre entier 


ou, pour 7 =n, 


Or, la théorie de la fonction I nous apprend que l’on a, avec 
une approximation d’autant plus grande que m est plus grand (7), 


m! = mmenm /onm. 


On se rendra aisément compte qu'il est légitime d’employer 
cette valeur approchée dans les caleuls que nous allons faire; on 


' 


R ; : eet : 
(1) On remarquera que le rapport rR peut étre suppos¢ aussi voisin de lunité 
que Von veut (il faut le supposer fixe, bien entendu)., Dés lors, la substitution 
R’a R est sans importance. 
(7) Votr p. 19. 
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peut méme supprimer sans inconyénient le facteur \/27m, ce qui 
abrégera l’écriture; en le rétablissant dans toutes les formules, le 
lecteur verra que sa suppression est sans importance, ce qui légi- 
time, a@ fortiori, la suppression du facteur plus petit qui trans- 
formerait la formule d’approximation en formule exacte. Nous 
allons done écrire des égalités approchées; pour les transformer 
en Ggalités exactes il suffirait de multiplier les seconds membres 
par 1+ é,, ¢, tendant vers zéro pour 7m infini. Nous avons ainsi 


nh 
n? Ke n 1 logP P 
= ——— =(ep)/=e Uae ae 


7 7 . yi 
La somme des — premiers termes de la série e* est donc, 


Parse eae s n 

pour x= n, inférieure au produit par = par le terme le plus 
grand, c’est-a-dire inférieure a 

Be n (Eesr) 


P 


Occupons-nous maintenant des termes dont le rang dépasse 3n. 
Le terme de rang 37 a pour valeur approchée 


ae ns ° e\ 3 
3n! (3n)sre Bn 3 


La somme des n termes dont le rang est compris entre 3n 
et 4n —1 est donc inférieure a 


de méme la somme des n termes dont le rang est compris entre 4n 
et 5n—1 est inférieure a 


é hn 
: “(5 


et ainsi de suite, La somme des termes dont le rang dépasse 37 est 
done inférieure a 


gl) et) 2 
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c’est-a-dire a 


du moment que Pon suppose 


oe. 


c’est-a-dire 


: D) 
pee Jog3’ 


ce qui est légitime. 
En résumé, la somme des termes négligés dans la série e” est 


~ n( 1+logp ) e\3n 
—e Po f+ton(=) - 
Po ro) 


inférieure a 


Le second terme est d’ailleurs inférieur a 1 dés que n dépasse une 
certaine limite, et peut étre négligé; on en conclut que, lorsque 
Von ne conserve dans F(t), pour |t|=nR’, que les termes 
. Tt 
dont le rang est compris entre . et 3n, on commet une erreur 
dont le module est inférieur a 
ter) 


Re Ee Pp 
P 


Par suite, dans le calcul de 


Tay os FL 


on commet une erreur dont le module est inférieur a 
pees logn + logM — logp +n maw 8 
nk’ S 2 P 


et celle expression tend évidemment vers zéro lorsque n augmente 
indéfiniment, si ’on suppose que p augmente aussi indéfiniment. 
Notre premiére proposition est done démontrée. 

Pour démontrer la seconde, remarquons que, pour reconnailre 
si le point s = pe"? est extérieur ou intérieur au polygone de som- 
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mabilité, on doit étudier ’expression 


IZ] 


e ° |F(t)| 


lorsque ¢ augmente indéfiniment sur la demi-droite qui corres— 
pond a la direction 9. L’erreur commise dans le calcul de cette 
expression, lorsque | ¢| = 7 RV’, est inférieure a 


_ 2 * n (Lets) 
e  ? M=e P 
1 


On voit qu'elle tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment si 
le nombre p est tel que Von ait 


et on peut toujours choisir un nombre p satisfaisant a cette rela- 
tion. D’ailleurs, il est clair que si l’ona 


it+logp R 


ae Ole 

P e 

Pégalité étant exclue, on peut toujours choisir le nombre R’, infé- 

rieur a g, assez voisin de 9 pour que linégalité reste vérifiée 

lorsqu’on y remplace R par R’; le nombre p ne dépend donc, 
: 3 R 

comme nous l’avions annoncé, que du rapport z Gh). 


74. Pour donner une application de la méthode précédente, 
nous allons démontrer qu'une serie de Taylor admet en général 
le cercle de convergence comme coupure. 

Cette proposition a été énoncée pour la premiére fois par 
M. Pringsheim (?); il est d’ailleurs clair qu'elle n’a un sens précis 
que si Von définit les mots en général qui figurent dans son 
énoncé et qui n’ont, en eux-mémes, aucune signification déter- 


‘ 


(1) La méthode précédente a été donnée pour la premiére fois par M. Borel, 
en 1896, dans son Mémoire du Journal de Jordan (Sur les séries de Taylor 
admettant leur cercle de convergence comme coupure), puis reprise par lui 
sous forme générale aux Comptes rendus, 14 décembre 1896. 

(?) Math. Annalen, t. XLIV. Voir, a ce sujet, des remarques de M. Borel, dans 
son Mémoire Sur les séries divergentes (Ann. Ec. Norm., 1899, p. 58-59). 
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minée. Nous adopterons la définition suivante : une série de 
Taylor sera dite générale si la valeur du n° coefficient est indé- 
pendante de la valeur des coefficients précédents. 

Cela posé, nous remarquerons quil existe au moins un point 
singulier sur le cercle de convergence; il existe donc au moins un 
argument @ tel que l’on ait 
I 


b 


SS ‘ I 
lim > log| F(be#*)| = = 
5 | ( ) R ) 
Aba i 5 
en désignant par % le rayon de convergence de 9(z). Il existe donc 
une suite de nombres 
Bee be ee eb 


croissant indéfiniment avec leur indice et tels que Von ait 


eo 5, les | ECO; eo) — x 
Nous pouvons, pour éviter des complications d’écriture, admettre 
que les nombres 6, sont enters; nous pouvons, de plus, en sup- 
primant, sil est nécessaire, un nombre quelconque d’entre eux, 
admettre que l’on a ba 
Oped 2 Ci Pineal ay en 
Désignons par 
PaCe) 


Vensemble des termes de F(t) dont le rang est compris entre 


b 
pen ety oS Dee 
2. 
Les inégalités précédentes expriment que chaque coefficient 
de o(z) figure dans un seul des polynomes 


P,(¢), Po (eo), Pr(t), 


bars 


Hrésulte @ailleurs des propositions précédentes que lon a Ch) 


(1) Tim ~ log | Pu(bn el) | = x 


(7) En effet, si dans la formule du n° 73, on ‘prend e = R, on peut supposer 
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Il nous suffit de prouver, pour établir notre proposition, que sila 
série o(3) est générale, on peut, étant donné un argument quel- 
conque (, choisir parmi les 6, une infinité de nombres 


(2) nj, On, RODS bn, 


tels que Von ait 
I 


On, 


f 
log | Pr, (Ony et?) = Re 


(3) lim 
Dans ce but, nous remarquerons que, si l’on multiplie par e” 
tous les coefficients de o(z) (c’est-a-dire tous les coefficients 
des P,) et si on remplace « par « —9, la -formule (1) n’est pas 
altérée. Si d’ailleurs on effectue lopération précédente seulement 
sur les coefficients d’une infinité de polynomes P,, ayant pour 
indices les nombres (2), on aura la formule (3) si l’on pose 


B=a—QO0. 


Or, nous avons déja remarqué que chaque coefficient de ¢(z) 
figure dans un seul des polynomes P,,; si l’on suppose ces coeffi- 
cients indépendants, leurs arguments ne sont liés par aucune rela- 
tion et, par suite, on peut supposer que, pour une infinité d’entre 
eux, 9a une valeur quelconque donnée d’avance, c’est-a-dire que 
tout point 6 est singulier ('). 


75. Nous n’insisterons pas davantage sur les séries non prolon- 
geables au dela du cercle de convergence et renycrrons pour ce 
sujet le lecteur a la seconde édition, déja citée, de ’Ouvrage de 
M. Hadamard : la série de Taylor et son prolongement analy- 
tique (Chap. IV). Nous ne ferons de méme que signaler les inté- 
ressantes applications de la méthode exponentielle et de ses géné- 


(1) On peut rendre plus précis le raisonnement précédent en faisant voir que, 
si lon désigne par 8, la valeur de argument de z pour laquelle le polynome I, 
a le plus grand module, lorsqu’on suppose | z| = 0,, tous les points limites de la 
suite 


nd 


sont des points singuliers; si l’on marque sur le cercle de convergence tous les 
points e et si la série est générale, ensemble de ces points est dense sur tout 
arc de ce cercle et, par suite, tous les points du cercle sont singuliers (voir Acta 
mathematica, t. XXI, p, 243). 
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ralisations présentées par M. Paul Dienes, dans son Livre Sur les 
singularités des fonctions analytiques : le Chapitre IL contient 
notamment des théorémes précis, relatifs 4 la détermination des 
points singuliers algébriques, logarithmiques ou plus complexes, 
situés sur les cotés du polygone de sommabhilité. 

Nous dirons maintenant quelques mots des recherches de 
MM. Leau et Le Roy. 

Les recherches de M. Leau peuvent étre considérées comme 
ayant pour but d’obtenir des caractéres de sommabilité analogues 
aux caractéres de convergence. 

L’étude de la convergence des séries repose essentiellement sur 
leur comparaison avec d’autres séries simples et déja connues. 
Cette comparaison se trouve possible parce qu’en réalité la conver- 
eence d’une série ne dépend que du terme général considéré iso- 
lément. M. Leau s’est demandé si, d’une maniére analogue, 
lextension possible d’une fonction représentée par une série de 
Taylor ne pourrait pas se déduire de la comparaison de cette série 
avec d’autres représentant des fonctions déja connues. Il a exposé 
ses recherches dans le Journal de M. Jordan ('). 

Etant donnée une série 


(1) J (5) = ays, 


afin de voir s’il y a sur un arc PQ de son cercle de convergence 
des points singuliers, prenons sur le rayon bissecteur de cet are 
un point B(s = 6), Pour qwil n’y ait pas de points singuliers sur 


Pare entre P et Q, il faut etil suffit que l’on puisse choisir || assez 


petit pour que le rayon de convergence de la nouvelle série 
weet F 
(2) . ai Fin) a 


soit au moins égal a BP. 
Or linverse de ce rayon est la plus grande des limites de l’ex- 


pression 


———— p=2 5 
3 DY Sie n ~~ Dp! 
(3) 5 ENN = } Ap bp+e 
i aan 
pHn 


(') Recherche des singularités d’une fonction. définie par un développe- 
ment de Taylor (Journal de Mathématiques, 5° série, t. V, 1899). 
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Cette expression fait intervenir, en apparence du moins, la 
totalité des coefficients a. M. Leau a démontré (') que l’on ne 
change pas la plus grande des limites de l’expression (3), si l’on 
se borne a faire varier, dans la formation de la dérivée, p de n 


a 


x nv ae . ; 
an, | restant supérieur a un nombre fixe plus grand que 1, du 


moins dés que |b| est assez petit, ce que l’on peut toujours sup- 
poser (7). 

En d’autres termes, il existe des suites de nombres dépendant 
de 6 et d’un entier n, 


Zrny AFn+isny +++, &n',ny 


telles que la solution du probléme dépend de la plus grande des 


limites de 
4 


On, an On+1,n bn+1 Sia evege ate Annan’ \% ; 


c’est-a-dire du ni” ensemble des coefficients Any Angi, - +95 An 


Cette expression 
ann Ant... + &n'nAn'y 


qui joue dans l’extension des séries un role analogue a celui du 
terme général pour la convergence, nous l’appelons le terme 
général étendu relauf a l’arc PQ; nserason rang et n’ son indice. 

Une simplification semblable s’obtient lorsque l’on cherche si 
la fonction f(z) est holomorphe le long d’une ligne L allant de 
Porigine O a un point P du plan. Théoriquement, il faut et il 
suffit, pour qu'il en soit ainsi, que l’on puisse trouver une file de 
cercles empiétant successivement les uns sur les autres, dont les 
centres sont distribués sur L de Oa P, et tels que les développe- 
ments de f(z) relatifs aux centres successifs convergent dans les 
cercles correspondants. Si nous désignons les centres par O, O,, 
Oz, ..., O; (ou P), et par Zan,z” le développement, supposé 
possible, au point Oy, la conception précédente oblige a former 


(1) Dans sa Thése, M. Hadamard avait déja fait, relativement a l’expression (3) 
des calculs ayant pour conséquence que les termes qui dépassent un certain 
rang 7’ sont négligeables. 

(7) Pour cette démonstration, comme pour plusieurs autres, dont le détail est 
assez long, nous renyerrons au Mémoire de |’auteur. 
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successivement les expressions 
(4) An h+ = nana Cn+H1 n+, s+, 


les quantités Cp, Cn4:, ... ne dépendant pas de la fonction f(z), 
mais dem et du segment O,O,41; puis a voir quelles sont, pour 
1 


les valeurs successives de h, les plus grandes limites des | ap,141|"; 
pour 7 infini. 

Or, on ne change pas les plus grandes limites de ces expres- 
sions si, sous certaines conditions, dans le calcul des dp,j44, 
on substitue aux séries (4) des polynomes 


; / 
(5) Ch Onno Cn Cros ame 2 Cony (1) Con as (7) ,As 


! 


Anny ++ +1 Coy, ,(y,2 Aésignant des valeurs approchées de az,p, ..:, 
Ag,,,(n,h (ui ont été eux-mémes précédemment calculés d’une ma- 
micre), ineéxacte: > Adsl, Mes: 7quameites Hary,,! Casper re eee 
s’expriment en fonction linéaire et homogéne des quantités ap, 
Angi, +++, Gn, C&S polynomes sont les termes étendus relatifs a 
la ligne L et a la file de cercles considérée. On parvient ainsi a la 
conclusion suivante : 

Le probléme, holomorphisme le long de L, ne dépend que des 
suites des termes généraux étendus de rang 7, relatives aux files 
de cercles. Plus simplement encore, il ne dépend que de la suite 


des ni*™’s ensembles des coefficients de la série 


UAapSPLAn, An+i, @n’- 


Mais, et c’est la différence essentielle entre ce nouveau résultat et 
celui qui avait trait a un arc du cercle de convergence, le rapport 
de indice n’ au rang n de l'ensemble doit étre infini avec n, pour 
que les conclusions soient valables. 

Ces remarques fort simples conduisent a des applications trés 
intéressantes. 


76. Formation de séries ayant des points singuliers connus. 
— Voici, en le particularisant, un exemple donné par M. Leau. 
Soit Laps? une série pour laquelle le point d’affixe +1 est sin- 
gulier. Le terme général, étendu par rapport a ce point, étant 


1 Ll 


désigné par u,, supposons que la suite | up|", | Ury,|"*!, ... ait 
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Pee I 5 if A 5 4 

pour limite eg a b ayant la méme signification que tout a Vheure. 
La série 

(6) Lay e—ITPO zP 


présente les mémes particularités pour s = e?**, Empruntons une 
infinité d’ensembles de coefficients, sans éléments communs, a 
autant de séries (6) que nous voudrons; la série formée repré- 
sente une fonction ayant tous les points z = e?!™” correspondants 
comme points singuliers. 


77. Formation de fonctions holomorphes dans une région. 
— Soit une ligne L issue de Vorigine, et supposons que l’on ait 
des séries 


VED Cpe a fo(%) = Vayez?, AE GS) — TApRee, 
satisfaisant aux conditions suivantes : 


1° Elles représentent des fonctions holomorphes dans une aire 
qui comprend L, les distances des points de la ligne au contour de 
Vaire admettant un minimum différent de zéro; 
_ 2° Les modules des fonctions ont, dans la région considérée, 
une limite supérieure finie ; 

3° Dans les différences f,.,(z) —fn(z) les termes dont le rang 


‘ k o(n ‘ - : 
varie den aA o(n (7) devenant infiniment grand avec nr, admet- 
T > n 8 ? 


tent comme termes majorants ceux d’une certaine série fixe, con- 
vergente dans un cercle qui comprend L a son intérieur. 


On peut dire que les fonctions forment une famille de séries 
tangentes le long des polynomes formés, pour fy, et fry, des 
termes dont l’indice va de n a 9(7). 


Toute série dont les termes sont des termes de polynomes de 
contact représente une fonction holomorphe le long deL. 


La démonstration repose sur ce fait que les termes étendus 
dune pareille série ne différent de ceux d’une fonction f que 
d’assez peu pour ne pas modifier les plus grandes limites des 
racines n'™*s de leurs modules. 
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78. Parmi les conséquences de ce théoréme, citons seulement 
deux cas particuliers : 


1° Si la fonction g(t) est holomorphe a Vorigine, la fonc- 
tion 


7 


f(z) =3¢ (<) se 


nia a distance finite que le point singulier +-1; 
2° Si la fonction entiére g(t) est d’ordre inférieur a 1 (') 
oust, étant d’ordre 1, son module maximum M(r) pour |t|=r, 
élevé a la puissance —, a Vunité pour plus grande limite, la 
‘ 


fonction 
f (4) = ZgEe(n) 2 


n'a que le point singulier +1 a distance finie. 


Les résultats précédents montrent combien est particulier le cas 
ot la forme analytique de a,, considérée comme fonction de n, 
est connue. Notons qu’on peut toujours supposer, sans détriment 
de la généralité, que a, est une fonction entiére de 7, car il existe 
une infinité de fonctions entiéres acquérant des valeurs données 
pour les valeurs entiéres de la variable. Pour obtenir des cas par- 
ticuliers, on devra done soumettre la fonction entiére g(7) a des 
hypothéses convenables, analogues a celles qui interviennent dans 
le second des énoncés précédents. 


79. Le Mémoire déja cité de M. Le Roy, paru en 1900 dans les 
Annales de Toulouse, est en partie consacré a des résultats du 


méme genre. Il établit de son cété le théoréme 1° du n° 78 en 
remarquant d’abord, qu’en vertu de la relation facile a vérifier 


d p-1 
ge at (12) eae dae 
ne VCP) ey ap 
se HE 5 ‘hy Li Bex! Oa eae 
nP  T(p) 2 1— 22” 
4 


(') On dit que g(t) est d’ordre apparent « si M(r) a une croissance moins 


ona 


rapide que e™** et plus rapide que e”™ °, si petit qu’on ait pris le nombre 
positif ¢. 
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soit alors 
I x : 
g (=| =Aj+t— ++... (avec |A,|< K?, ot K =const. pos.) 
en posant 
Ay Xo I Ie 2 I 2 
9(@) = = + ——L(- ) + — -- oe 
ey ers) tat s}| > 


A 3 Fie I s é 
on obtient une fonction entiére de L —, satisfaisant, lorsque « est 
XL 


compris entre o et 1, a Vinégalité 


Bienen ia 


On en conclut que Vintégrale 


4) o(xv) a1 da 
0 


a un sens a partir de la valeur ny de l’entier m immédiatement 
supérieure aK. On en conclut aisément que f(z) est la somme 
dun polynome de degré ny et de l’expression 


grace a cette représentation explicite partout valable, on démontre 
facilement que f(z) est une fonction non uniforme, dont les seuls 
points critiques sont 1 et co. Le méme résultat subsisterait si la 
fonction 9(t) admettait le point ¢=o0 pour pole: c’est ce qu’on 
verra en étudiant directement les fonctions définies par les séries 


nt : Zz 
Laps 02) 2S) BF etre Ge ac ety esa yy zy’ 
d Z 
I+ Z-+ 2737+ 3? 23+ 1 Pg Paes be SES ) 
2 
dz | (1— 2)? 


et démontrant par récurrence que leur seul point singulier est le 
Olesen, 

Ce principe de représentation analytique explicite (extréme- 
ment commode dans les cas qui permettent son emploi) a été 
appliqué par M. Le Roy sous des formes trés variées. Appelons 
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: ae . ) . 
maintenant & (oe) une fonction entiere de genre P fini n ayant que 


des zéros simples 4 parties réelles négatives et g(t) sa dérivée. 


On peut montrer (nous l’admettrons) que Yona 


yee > P(n) Bi + (— mel 9(x) eae dx, 


1 


P et Q désignant des polynomes. On voit alors facilement que + 1 
et co sont encore les seuls points singuliers. 
M. Le Roy s’est également occupé des séries de la forme 


Seis" 
0 


ou g(t) désigne une fonction entiére soumise a certaines inégalités. 
de croissance. Dans le cas o& son module maximum croit moins 


vite que e (ou r= ||) (') on démontre que) g(n)s” repré- 


sente une fonction untforme n’ayant que le seul point singu- 
lier zs = 13 11, le point 4 linfini est donc régulier. 


80. Mais M. Le Roy est allé encore plus loin. Il traite le cas 


dune série Yan” ou %, est une fonction analytique de n holo- 
0 

morphe dans un certain domaine auquel appartiennent les grandes 

valeurs positives de n. 

Dans ce but, il utilise la méthode des transformations con- 
formes, employée par M. Lindeléf dans la théorie du prolonge- 
ment analytique pour passer d’une série de Taylor a d’autres 
séries, ayant des régions de convergence variées et de plus en plus 
grandes. Par exemple, on peut se servir de la transformation 


(*) Cette forme d’énoncé est celle qu’indique M. Hadamard dans son Ouvrage 
cité. En réalité, M. Le Roy donne a son théoréme une forme un peu plus géné— 


Ar 
rale. Il prend Je cas ot la fonction gta ep est telle que Ja _ fonc- 
‘ Pp! 


tion DA, ¢? {admettant ¢(¢) comme associée] soit elle-méme entiére : cette con- 


dition est en particulier réalisée lorsque g(t) est d’ordre apparent inférieur 
a un. 
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d’Euler (') qui consiste a poser 


Beta. pe os 


Ge 
(Meee 


ai une série LA,y” qui converge pour |y|<k <1, correspond 
une série en % conyergente a l’extérieur du cercle défini par 


ae), 


I—2z| 


Cette méthode, convenablement appliquée, peut encore servir a 
mettre une fonction donnée par son développement taylorien sous 
la forme d’une intégrale définie analogue a celles que nous venons 
de citer. Le changement de variable portera ici, non sur la série 
méme, mais sur l’expression du coefficient &,. 

Supposons d’abord que %» soit une fonction holomorphe de n 


aA 3 5 I ; A 
lorsque la partie réelle de m surpasse — a C’est dire qu’en posant 


Q Tv 
(iene | 


0, 


nous aurons |t|/< 1. Done a, se raméne par la transformation 


a 


d’Euler a une fonction de ¢, représentable par une série) Ape? 
0 
absolument convergente pour |t| < 1. M. Le Roy fait alors l’hy- 
pothése que pour ¢=1, la série hp soit absolument sommable 
; 0 


au sens de M. Borel (hypothése qui englobe notamment le cas ou 

cette série convergerait absolument). ll montre alors qu’on peut 

écrire, en désignant par f(z) la fonction analytique définie par la 
série La, 3”, 

dy 

See 


Sosa es os . : 
fasat eval WI Gar 


ee / 
c) = e—x J 24/ ei) F(z) dz, 
(Y) oe of 2 y (2) 


J, est le symbole classique de la fonction de Bessel d’indice zéro 


avec 


(1) On pourra voir, dans l’Ouvrage cité de M. Hadamard (p. 53), le parti que 
M. Fabry a tiré dans un autre ordre d’idées de cette méme transformation. 
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et F(z) est-une fonction entiére associée a la série 2Ap,x?, soit 


zP 
F(z) => Roach . 
0 


On voit par la que f(z) est une fonction analytique de z, dont les 
seuls points singuliers seront localisés sur la demi-droite (1, +0) 
du plan de la variable z. Cette demi-droite peut constituer une 
coupure essentielle, car 9(y) n’est pas forcément analytique. 

Cela posé, en remplacant la transformation d’Euler par la sui- 


vante 
1 


feo 
: Cn rye’ 


on pourra se borner a supposer %, holomorphe dans la région du 
plan (7) obtenue en posant 
fy MM NELOY. 


et en prenant 


2 > Po, Jol < zs : 
Tl suffira done que ¢, soit une fonction holomorphe de nr dans un 
domaine angulaire contenant, a son intérieur, l’axe réel positif du 
plan n. 

Nous n’insisterons pas davantage : les formules que nous avons 
citées soulignent assez l’intérét des résultats de M. Le Roy. Non 
seulement, elles donnent les points singuliers de la fonction consi- 
dérée, mais dans beaucoup de cas permettent d’en étudier l’allure. 
On entreyoit ainsi la possibilité d’appliquer les résultats acquis a 
la sommation de séries de Taylor a convergence nulle, puisque, 
dans des cas étendus, nous pourrons, d’aprés ce qui précéde, 
étudier la fonction associée d’une maniére assez complete. 


——— FHP 


CHAPITRE Y. 


LES DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE POLYNOMES (1), 


Le théoréme de M. Mittag-Leffler. 


81. Nous avons vu au Chapitre précédent que, étant donnée 
une fonction analytique définie par une série de Taylor 


(1) 0(S) = Up t US + Uy B2+..., 


la théorie des séries sommables permet de déduire de la série 9(z) 
une expression simple de cette fonction, valable dans une région 
plus étendue que le cercle de convergence. ‘ 
M. Mittag-Leffler s’est proposé de généraliser ce résultat et il est 
parvenu 4 une solution a la fois trés élégante et aussi compléte 
qu’on pouvait le désirer. Il est clair, en effet, que si lon veut, 
comme il est naturel, se borner a considérer des expressions ana- 
lytques uniformes on doit, dans le cas ot la fonction o(z) n’est 
pas uniforme, étudier seulement une branche déterminée de cette 
fonction, c’est-a-dire tracer dans le plan des coupures telles que 9(z) 
soit uniforme, lorsqu’on assujettit la variable z a ne pas traverser 
ces coupures. La maniére la plus simple de tracer ces coupures 
‘consiste a joindre le point O(s=0) a chaque point singulier 
de o(z) et a prolonger jusqu’a linfint chacune de ces droites : ces 
prolongements seront les coupures; la figure géométrique ainsi 
obtenue est appelée étoile par M. Mittag-Leffler, de sorte que le 


(1) Ce Chapitre n’a pas seulement un caractére didactique. Il marque le 
contact des idées de deux grands géomeétres, II subsiste intégralement ici sous 
la forme gu’il avait dans sa premiére édition. On pourra le compléter utilement 
par la lecture de V’Ouvrage fondamental de M. Borel, Legons sur les fonctions 
monogénes uniformes d’une variable complexe (rédigées par M. Julia). 

[Note de M. Georges Bouligand.] 
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probléme résolu par lui peut étre énoncé de la mamiére suivante : 
trouver une expression de o(z) valable dans toute létorle. 

L’expression donnée par M. Mittag-Leffler est une série de poly- 
nomes : cette série est uniformément convergente dans toute 
région intérieure c& l’étoile, c’est-a-dire dans toute région finie 
dont le contour n’a aucun point commun avec les coupures. Cette 
derniére condition est a peu prés indispensable dans les applica- 
lions; une condition analogue doit étre vérifiée lorsque 9(s) se 
présente comme la limite d’une expression dépendant d’un para- 
métre (continu ou discontinu); cette expression doit tendre uni- 
formément vers sa limite ('). 

Nous allons, dans ce premier paragraphe, exposer la méthode 
méme de M. Mittag-Leffler; dans le -paragraphe suivant, nous en 
indiquerons diverses généralisations; enfin, nous terminerons en 
indiquant comment ces diverses méthodes peuvent, sans modifi- 
cation essentielle, s’appliquer a certaines séries dont le rayon de 
convergence est nul et en recherchant quelles relations il y a 
entre les diverses considérations développées dans ce Chapitre et 
“la théorie générale des séries divergentes. 

Rappelons d’abord un théoréme fondamental de la théorie des 
fonctions analytiques; sil’on désigne par 9 un nombre positif tel 
que la fonction ¢(z) soit holomorphe a Vintérieur du cercle C, de 
rayon p et de centre x, et par g le maximum du module de o(s) 
sur le cercle, on a (2) 


ol) (a >” 
(2) el < 


(1) C’est ainsi que, dans le cas de la méthode exponentielle, l’intégrale 


A 
of e-“F (az) da 
0 


tend untformément vers 9(%), lorsque A augmente indéfiniment, dans toute 
région intérieure au polygone de sommabilité. 
(7) Ona en effet 


glia) we ix ie f(s) dz 


! ae Z ; 
n!} BUT (3 =) Pee 
et le module de Vintégrale est inférieur 4 
A i; g\dz| I g2np g 
Bias C out 2 eee o” 
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Cette imégalité subsiste d’ailleurs a fortiori, si l'on suppose 
que g désigne le maximum du module de 9(z) sur un contour C/ a 
Pintérieur duquel cette fonction est holomorphe, si tous les points 
de C sont intérieurs 4 C’. On sait, en effet, qu’une fonction har- 
monique réguliére en ce point ne peut étre en ce point ni maxi- 


' 


mum ni minimum; il suffit d’appliquer ce théoréme a log | 9(z)/j. 
L’inégalité fondamentale permet de trouver aisément une limite 

supérieure de l’erreur commise lorsque, dans le développement de 

Taylor de 9) (% +s), on s’arréte au terme de rang m. Ona 


cs) 


(Ue) ( a 
RY ot ZL 
oY) (a Zz) 298 = gn. 
7 
0 


On a évidemment 


olv-+n) (x) 


(2+ ny)! 


p(Pr) (a) gr 
| nv! | 


(j2-+ nye ls lr< & (2 + nye | 
ov 


ola 


Supposons que l’on ait 
(3) | R | ee 


et que m soit assez grand par rapport a p pour que l’on ait, 


pour m’>m, 
: I n I n 


(4) u.log(u tm’) < m’ (log 3 — log2). 


c’est-a-dire 


On pourra alors écrire 


mn 


f 
: oo (Ut) xv ' 

(53)) oO (e+s)= Tee) Deen 
: ; n!} : 

0 S 
avec 

~n 

' & Leo Ou eee 
(6) | eu | =< == ae ovo 
m+ ; 


Ces inégalités fondamentales établies, désignons par X un 
domaine quelconque intérieur (') a Vétoile relative a la fone- 
tion 9(); nous pouyons toujours supposer ce domaine X tel que 


(1) On entend par Ia, comme il a déja été expliqué, que le contour de X reste 
a distance finie et n’a pas de point commun avec les lignes qui limitent l’étoile. 
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son contour soit rencontré en un seul point par toute demi-droite 
issue de l’origine; sinon on le remplacerait par un domaine X! 
nyant cette derniére propriété, ce domaine X! étant intérieur a 
Pétoile et renfermant X a son intérieur ('). 

Le domaine X étant intérieur a létoile, le rayon de conver- 
gence du développement de 9(z) relatif 4 un point 2 de X aun 
minimum o/ certainement différent de zéro; car ce rayon varie 
d’une maniére continue avec x et par suite atteint son maximum, 
puisque l’ensemble comprenant lintérieur de X et les points 
de son contour est parfait; ce minimum ne peut donc pas étre 
nul. 

Désignons par p un nombre positif inférieur a p’ et C ensemble 
des points obtenus en adjoignant aux points de X les points des 
cercles de rayon p ayant pour centres les divers points de X; 
soit g le maximum du module (2) dans le domaine C (ce maxi- 
mum est atteint en un point du contour de C). Nous pourrons 
écrire Vinégalité (2), dans laquelle 2 sera un point quelconque 
intérieur 4 X et, par suite, les inégalités (3) et (4) entraineront 
la relation (5) et Pinégalité (6). 

Soit maintenant « un point quelconque intérieur a X; nous 
pouvons déterminer un nombre enter 7 tel que l’on ait 


(7) 


nous supposerons le nombre n choisi de telle maniére que cette 
inégalité soit vérifiée, quel que soit # intérieur a X, ce qui est 
possible puisque X est fini. Nous poserons 


x & 6 & i.e 
ne Oe oy e=b64+ -=—,; ; 
n n nu n 
(m—2)a 2 (n—I1)x x Na 
Ss ; t= s+ i ) C= 6 : 
n n n n n 


(') Pour définir X’ on peut se contenter de dire que, si 2 est intérieur a X, 
tous les points 2’ = 0a, oi 6 est réel, positif et inférieur ou égal a wn, seront 
intérieurs aX’. Le domaine X' ainsi obtenu est tel que son contour est ren- 
_contré en général en un seul point par toute demi-droite issue de lorigine; il 
y a des demi-droites exceptionnelles dont les segments font partie du contour 
de X’'; elles rencontrent done ce contour en une infinité de points. I serait 
dailleurs aisé de modifier X’ de maniére & supprimer ces exceptions; ce n’est 
pas nécessaire ici. 
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La méthode de M. Mittag-Leffler consiste essentiellement, pour 
calculer un polynome approché de 9(#), a calculer des polynomes 
approchés des diverses quantités g¥)(a), o)(b), ..., o(t), 
pour des valeurs convenablement choisies de p.. 

Nous utiliserons pour cela la relation fondamentale (5) avec les 
inégalités (3), (4), (6) qui la complétent. Si dans la relation (5 ) 
nous remplagons x par zéro et 3 par @ ou -, l’égalité (3) se réduit 
a (7), qui est supposée vérifiée, et nous obtenons 


(8) oH (a) = Ay Sy, 5 


en posant 


= glUM) (0) /& A 
ea aera oe 
(9) ty | 


Nous avons pris m= n?"; Vinégalité (4) sera vérifiée si l’on 
suppose (') 


CSO reste 


; S ; ies 
Remplagons maintenant dans (3) x par @ et z toujours par = il 
viendra 
9) (b) = Bu+ By, 
en posant 


ygsnin—3 
A? oth) (a) (ax de 
a Xo! ee 
a0 
/ & 
| By. | < oan” 
Nous avons pris m = n?”~?; Vinégalité (4) sera vérifiée si l’on 
suppose p< 2 io 
Remplagons dans l’expression de By, les gs) (a) par leurs 


(') En effet, pour m’ = 27", u = 2n?"-, cette inégalité devient 


2 log(2n*"+ n>") < n?(log3 —- log2), 
c’est-a-dire 


eA ee / tee nes log3 — Joga 

n on I =) <a 

2 an s( Tae h 4 

et est visiblement vérifiée pour n> 10; linégalité (4) subsiste d’ailleurs a for- 
giori lorsqu’on augmente m’ et qu’on diminue wu. 


_BOREL ET BOULIGAND 13 
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valeurs (8), ce qui est possible puisque p.+-A» est ici constamment 
inférieur a 2n2”—?; i] viendra 


en posant 


y= nn -2 yon 


a @\Prhith) (0) L het) a> 
Bur 2 ie igre, ec ‘ 


d’ou, en utilisant les inégalités (9), 


g } I ‘ I Eee g - 4 
< ae () sory an ou © 
0 


dg=nin-2 


" I 
| B U a an g 
{ , i ono Vth, Ds | 


Ke—0 


x de 
n 


On a donc, en posant 
Bu Se but Bus 


pt) (2) = Bu + Bu, 


28 
(10) j IBul< onan” 


les relations 


On calculera de méme les quantités 9 (c); on posera 


gH) (c)= Cy Yu, 


i Sey 


Ago 
et lon aura 


lyu| ee 
en supposant ici p. C2 n?”—6, 
On remplacera dans C;, les o'*+’s)(6) par leurs valeurs (10), et 
Von obtiendra 
avec pee 


nen—4 y2wnN—2 ptn 


C > > Oat Ase) (0) ArtAatrs 
eee 7 ReleXerloyrat (2) : 


As=0 Ay =0 A, =O 


nin—s 


» SD Buds [\ 
Yu EEN a Ales ¢ 


Ag=0 


Pas 
ae! 
3 
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et, par suite, 


eta: 


3 en posant 
dou 
: g¥l(c)= Cut ty. 
En peoesdane ainsi de proche en proche, on eva Ee obtenir 
oth) (t) = iy Tus 


en 1 supposant pS2n? et en posant 


art ns nNen—2 pwn 


-» >. See ey 


u-1=0 hu 3=0 A,=0 1, =0 


On a gear: 


lal aoe ‘ f ; es 


Fr pS, ; 
, . ’ olvn). t Gt Ka ' ea 
$e) ae ay : 


An=0 


= On déduit de la. 
avec, d’aprés (6), ot Von doit faire p = 0, m= n? 


En ‘remplagant les be (1) par eur valeur, on obtient 


o(2)= gale) +9 +", 


en ae 
ees 8 wan nen—-s | < . 
. oe Se DY gltdet the (0) ee x ee 
Bee én Talal Ai 33 
ae s M=0 =O ao = 
abetarets ley eee ‘i : 
ea eae mii Ga)” eer 
ae Seer n Ca ; 
“Eat 


En -posant Mae x! +7", on obtient finalement 


< =. 9(@) = &n(@) + Mn 
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avec (') 


9 
Xe) 


git 3 


(12) Inn |< 


Les formules (11) et (12) nous donnent la solution complete du 
probléme. Il ne faut pas oublier que Vinégalité (12) est vérifiée, 
quel que soit le domaine X choisi, intérieur a ’étoile, a parur 
dune certaine valeur de n, laquelle ne dépend que de X. Deés lors 
si l'on pose 

Go (@) = 80(@) = 9(0). 
Gr(f)= En(#@)— Bn (2), 


o(z) => Grr), 
0 


cette derniére, série convergera pour tout point @ inléricur a 
l’étoile. La convergence sera, de plus, absolue et untforme a 
l'intérieur de tout domaine fini X, intérieur a l’étoile. En effet, le 
domaine X étant choisi, il existera une valeur fixe n, telle que, 
pour n2n’, on aura, quel que soit x intérieur a X, 


[Grey |S ga ona | = OS eno | ee | Tose [; 


c’est-a-dire 
3& 
1Gr(z)b<[nal+|arol< 5(n—1)2 
9\ ) 

Tel est le résultat fondamental de Mittag-Leffler; nous avons 
suivi, pour le démontrer, une marche tout a fait analogue a celle 
de son auteur (7); nous verrons dans le paragraphe suivant com- 
ment on peut y arriver par une toute autre voie. Nous aurons ainsi 
des résultats suscepubles d’une généralisation qui n’aurait pu étre 
obtenue en restant au point de vue de M. Mittag-Leffler; en effet, 


(1) Cette valeur de 7, 'permettrait de simplifier un peu la seconde partie de 
mon Mémoire : Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles (Acta 
mathematica, t. XXIV, p. 309).! 

(*) Sur la representation analytique d’une branche uniforme d'une fonc- 
tion monogéne (premiére Note) (Acta mathematica, t. XXIII, p. 43). On trou- 
vera la une liste des autres Mémoires de M. Mittag-Leffler sur ce sujet. 

Voir aussi LeAu, Représentation des fonctions par des séries de polynomes 
(Bulletin de la Société mathématique de France, \. XXVIU. p. 194). 
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la méthode, telle quelle vient d’étre exposée, ne renferme théori— 
quement rien de plus que la théorie du prolongement analyuque 
et ne peut conduire a des résultats auxquels on ne saurait parvenir 
au moyen de cette théorte. ; 


L’emploi de Vintégrale de Cauchy. 


82. Nous allons indiquer une méthode, basée sur la considéra— 
tion de Pintégrale de Cauchy (') 


icy I fe) da 
(4) if 


DUT LZ 


et permettant d’obtenir une infinité de solutions du probléme du 
prolongement analytique, solutions parmi lesquelles il y en a une 
infinité qui sont aussi générales que la solution de M. Mittag- 
Leffler. 


L’intégrale de Cauchy donne l’expression de f(z) sous la forme 


de la somme d'une infinité de fractions simples z? % parcou- 


xr 
rant tout ce contour C; nous déduirons le prolongement analy- 
uque de f(z) du prolongement analytique de chacune de ces 


fractions, ou, ce qui revient au méme, des fractions 
I— 


SI] 


Nous supposerons que l’on connaisse un moyen de prolonger 
analytiquement la série 


ce moyen n’employant d'ailleurs que des expressions linéaires 
9 


Parrapport a 2; 37,)-. 45 25 3G 
D’une maniére plus précise (*), supposons que nous sachions 


(7) On trouvera dans l’Appendice une méthode simple de M. Le Roy qui 
conduit a ce résultat. 

(?) On pourrait donner au mot linéaire un sens plus général; supposer, par 
exemple, que les expressions linéaires par rapport aux zs” figurent sous des signes 
dintégration, et que l’intégration terme a terme n’est pas possible. Le cas étudié 
dans le texte nous suffira. 
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déterminer une infinité de séries entiéres 
Ji); F2(2), ma tea) Hig e0 ey 


pouvant, en particulier, se réduire a des polynomes et telles que 
lon ait, quel que soit z 4 V’intérieur d’une aire déterminée A, 


Ss lim f(z. 
12 Spee 
Les séries fn(s) doivent évidemment converger lorsque z est inté- 
rieur a A, 

Nous supposerons que |’aire A comprend a son intérieur le 
cercle de convergence, bien que cette hypothése ne soit pas abso- 
lument indispensable ('). Enfin, nous admettrons que si A’ est 
une aire finie tntérieure a A (les contours des deux aires n’ayant 
pas de point commun) /,(z) tend uniformément vers f(z) 
lorsque z est intérieur a A’, c’est-a-dire qu’étant donné 4 l’avance 
un nombre ¢ on peut déterminer un nombre 7’ tel que Phypothése 


The 


entraine 


fn(4)— f(4)| <, 
quel que soit s A intérieur de A’, 
Ceci posé, écrivons l’intégrale de Cauchy sous la forme sui- 


vante ; 
ain f(s) jo erie ys 


&B 
x 
C étant un contour fermé quelconque, entourant l’origine et tel 
que tous les points singuliers de f(z) lui soient extérieurs. 
Il est clair que le. point — sera intérieur a A’, si le point z est 


intérieur a une aire que nous pouvons désigner par vA’ et que 
Pon obtient en multipliant par x chaque point de A’. 
Désignons par CU’ Vaire commune A toutes les aires vA’, 


(‘) Voir Leau, Comptes rendus, octobre 1898. J’ai employé pour la premiére 
fois Vintégrale de Cauchy, dans la théorie des séries divergentes, dans mon 
Mémoire Sur les séries de Taylor, etc., cité p. 94; j’ai énoncé le principe général 
de la méthode dans mon Mémoire sur les séries divergentes, p. 64. 
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lorsque x parcourt le contour C; il résulte de ce qui précéde 
qu’étant donné un nombre positif arbitrairement petit ¢, on peut 
déterminer un nombre n’ tel que l’hypothése 


n> n' 
entraine 


quel que soit x sur Cet z a lintérieur de @’. Dés lors, si l’on sup- 


ae : ; I z 
pose z intérieur 4 @’ et si l’on remplace z par Tr () dans 
gine 
ob 
Vintégrale qui définit f(z), il est aisé d’avoir une limite supérieure 


de Verreur commise. On aura 


nin fa)— fF f, (; ) da| ze, LM:, 


x x 


en désignant par L Ja longueur de C et par M le maximum sur C. 
du module de wes Les nombres L et M étant fixes et ¢ arbitraire- 


ment petit, ona 


(1) 2in f(s) =lim (ee G) dz , 


ru=2 


quel que soit z a l’intérieur de QU. On peut affirmer de plus que 
le second membre tend uniformément vers sa limite. D’ailleurs, 
de méme que A’ différe aussi peu que l’on veut (') de A, l’aire A’ 
différe aussi peu que l’on veut de l’aire © commune a toutes les 
aires «A. La formule (1) est done valable 4 Vintérieur de @, mais 
pour pouvoir affirmer que le second membre tend untformément 
vers sa limite, il faut remplacer ( par une aire finte et intérieure 
a AS 
Sil’on pose . 


Fn(t).= c+ cP t+ cP e+ cMB+.., 


(!) Lorsque les aires s’étendent a l’infini, on doit remplacer le plan par la 
sphére de Riemann pour entendre le vrai sens de cette expression. Un cercle de 
rayon R differe aussi peu que l’on veut du plan tout entier, si R est susceptible 
de croitre indéfiniment. 
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et si l’on remarque que la série f,(t) étant convergente a l’inté- 
rieur de A est uniformément convergente a l’intérieur de A’, et 
: read 5 TYE 4 an Z 
par suite la série Dr (<) uniformément convergente lorsque aeSy 
xv 
sur C et s intérieur a CV’, la formule (1) devient 
Vacs) elim Bene 
n=0 


en posant 


aCe) SG : fe dx + cy jig ee fee dx+.... 


DUBE Dir 


Or, si l’on pose 


SF (6) = Wo U2 + Un B?+.:.. 
ona 
I S(@) 
2tm J, ertt Ge Uae 
dott 


Fyr(s) = ef uy clu, 2 + cl unz?—.... 


On voit que les F,(z) sont déterminées au moyen des nombres 


fixes ci qui caractérisent la méthode employ ée, et des coefficients 


de f(2). 
On aura une aire Cl aussi grande que possible en choisissant le 
contour C de la maniére suivante (fig. 16) : tracons autour de 


chaque point singulier de f(s) un cercle de jrayon ¢, menons a ce 
cercle les tangentes paralléles 4 la droite qui joint ce point sin- 
gulier 4 Porigine, et prolongeons ces tangentes, dans la direction 
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opposée a celle qui va a l’origine, jusqu’a un cercle de rayon Rz 
Dans cette construction, on ne tient pas compte des points sin- 
guliers situés 4 Vextérieur du cercle de rayon R. Le contour C se 
composera des demi-cercles de rayon ¢, situés du cété de l’ori- 
gine, entre les points de contact des tangentes, des portions de 
tangentes comprises entre le point de contact et le cercle de 
rayon R et des arcs de ce dernier cercle qui ne sont pas compris 
entre deux tangentes 4 un méme cercle de rayon ¢. Nous avons 
fait la figure dans le cas de trois points singuliers A, B, C. 

Il est aisé de voir que, en supposant ¢ assez petit et R assez 
grand, laire @ différe aussi peu que l’on veut (') de l’aire S com- 
mune aux régions yA, en désignant par y les divers points singu- 
hers de f(z). La méthode s’applique d’ailleurs pour tous les points 
intérieurs aS; elle s’applique uniformément pour les points inté- 
rieurs a une aire finie S’ intérieure 4S; mais on ne peut pas 
affirmer quelle ne s’applique pas pour les points extérieurs 
aS. C’est pourquoi nous avons employé, pour établir l’existenee 
du polygone de sommabilité, une autre méthode plus longue, mais 
plus précise. Celle-ci conduirait immédiatement a cette notion; i 
suffit de poser 


a 


(oli f2 e—#e%s da, 


N=ne'g 


c’est-a-dire de prendre 


nn 


nis (i e—@ e%2 da ; 
ae 


c’est une fonction entiére de 3. 
On aura, dés lors, 


n 


F,(s)= fe F(as) da, 


0 


F (az) étant la fonction entiére associée a f(s); et, par suite, dans 
Vaire S, 


n 


ies) lim e-# Faz) da = f e—# F (az) da. 


nN=%y e/ 9 


L’aire S est d’ailleurs aisée a déterminer; l’aire A se compose 


(‘) Voir la note de la page yg. L’aire ‘bo est toujours finie; Paire S peut 
s’étendre a Vinfini, 
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évidemment des points pour lesquels ona 


partie réelle de z <1; 


et, en construisant les aires yA, on obtient le polygone de som- 
mabilité; c'est ainsi que j’en ai démontré, pour la premiére fois, 
existence. : 

Mais nous ne nous étendrons pas sur ces démonstrations de 
résultats déja obtenus d’une maniére plus compléte; remarquons 
seulement que nous avons déja développé au n° 43 bis, des consi- 
dérations du méme genre. 

Une remarque importante est la suivante. Au lieu d’écrire 


== lime 7, (2); 
azo 


On ej 


. wo) 
I 
I—z =D) eal), 
0 


&(2)=fil4); 
&n(4) = fnis(%) — fr(4) (n> 0). 


Si d’ailleurs on écrit 


on peut écrire 


en posant 


&n(4) = af? Saye + af e270 
et si l’on pose 
G,( 2) = Frsi(4)— Fils), 
Go(s) = Fi(), 
on aura 
Gn(Z) = ay? ug ay uy z+ AY un z?-+.. 


et 


S(4) eS) G,(4), 


la série étant convergente dans S et uniformément conyergente 
dans toute aire finie S/ intérieure a S. 

Avant de passer a létude des cas ot la méthode précédente 
donne des résultats aussi généraux que ceux de M. Mittag-Leffler, 


nous allons établir une formule particuliérement simple, que l’on 
I 


aes lun des développements que fournit 


obtient en prenant pour 


la série de Taylor. On a 


I Re I eae poe ane I shee 
rene on Gee ee rae + &) + a era eee tee 
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Le n'*™ terme de cette série s’écrit, en désignant par C? les 
coefficients binomiaux, 


4 + Ch2+ G2 22+... oe GP ahi Ghat), 


Dés lors, soit 
SF (3) = Up Uy 2+ Uy BH. et Uy B+... 


la série de Taylor proposée, dont le rayon de convergence n’est 
ni nul ni infini. En posant 


Pr(s )= ont (Go + Plas sate 3 pap BP + et Gians”), 


le développement 


f(2) =) Pal) 


est convergent dans une région aisée a déterminer d’aprés ce qui 
précéde, région qui dépasse le cercle de convergence en tout point 
non singulier sans toutefois recouvrir enuiérement l’étoile. 

Nous arrivons maintenant a l’étude des cas ot la méthode pré- 
cédente donne un développement valable dans toute l’étoi/e. Pour 
cela, il est nécessatre et suffisant que la région A comprenne tout 
le plan, sauf la droite (1, + 0), c’est-a-dire les valeurs s réelles et 


supérieures a un ('), 


€ 


Or, M. Runge (*) a montré que l’on pouvait obtenir pour = 


un développement satisfaisant a la condition ee et 
M. Painlevé (*) a.donné d’autres procédés pour obtenir de tels 


(1) La série V g, (4) ne peut converger uniformément dans une région annu- 


laire entourant le point z =1, d’aprés une proposition bien connue. 

(4) Acta mathematica, t. VI. Voir aussi mes Lecons sur les fonctions mono- 
génes, Chap. II. 

(°) Comptes rendus, 1898. Indiquons aussi que M. Painlevé (Comptés rendus, 
25 mai 1899) a montré que l’on peut déduire, de certains développements obtenus 


-par Iui dans le cas des variables réelles, des séries ayant les mémes propriétés 


que celles de M. Mittag-Leffler. Enfin, M. Hilbert avait aussi développé en séries 
de polynomes les fonctions analytiques dans une aire connexe quelconque (Go¢- 
tinger Nachrichten, 6 mars 1897). . . 
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développements. Soit 

Z I % 

(1) agabe =, Sn (4 ) 
0 


un développement de M. Runge, de M. Hilbert ou de M. Pain- 
levé; les g,(z) sont des polynomes; la série converge dans tout le 
plan, sauf pour les valeurs réelles de z supérieures a wn et con- 
verge uniformément dans toute région finie A’ intérieure a sa 
région de convergence. 

Dés lors, si l’on pose 


Pp=kn 
a 
&n(4) = , ch) a, 
=U 
Y= Up ch, 
p=kn , 


la série 


(2) f(a) = & Gn(z) 


convergera dans toute létoile, la convergence étant uniforme 
dans toute région finie intérieure a l’étotle. 

On peut d’ailleurs choisir les g7(z) de maniére que la conver- 
gence de la série (1) soit absolue; il en sera alors visiblement de 
méme pour la série (2); nous ferons cette hypothése, pour sim- 
plifier les démonstrations ultérieures, bien qu'elle ne soit pas 
indispensable ("). 

La proposition précédente offre Pavantage de faire connaitre 
une infinité de développements analogues a celui de M. Mittag- 
Leffler; mais cet avantage restera assez mince, tant que ces déve- 
loppements seront plus compliqués que celui de M. Mittag-Leffler, 
c’est-a-dire tant qu’on n’aura pas perfectionné suffisamment les 
méthodes de MM. Runge et Painlevé pour obtenir des coeffi- 


(n 


cients apt dont Ja loi soit simple. 


82 bis. Mais nous allons voir que la méthode que nous venons 


(*) Voir, a ce sujet, BoreL, Addition au Mémoire sur les séries de polynomes 
ef de fractions rationnelles (Acta mathematica, p. 383). 
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d’exposer, en mettant en évidence le caractére distributif (') de 
la formation des séries, suggére naturellement l’idée de considéra- 
tions qui vont nous conduire a des résultats dignes d’intérét. 
Nous allons d’ailleurs étudier seulement sur un cas particulier 
une proposition qui s’étend a des cas bien plus généraux (?). Nous 
supposerons que l’on a choisi un développement bien déterminé 


eo 

I = 
i—z =) (4); 

0 

kn 


i leon 
$n(2)= >, cn ZP 


0 


absolument et untformément convergent dans toute aire A’ 
(fin du n° 82). 

Soit dés lors 
An 


Tepe ezimny 2 


=! 

(3 Shino 

3) ef eas) ee 

Hf 

une série de fractions rationnelles; la série Z| A,| est supposée 

convergente. La fonction f(z) est visiblement holomorphe a Vinté- 

rieur du cercle C de rayon wn; elle admet un développement de 
Taylor 

S(4) = Uo Us + U2 Z?-+..., 
dont le rayon de convergence est au moins égal a un. D’ailleurs 
les points e”™"v2 sont évidemment denses sur tout le cercle C et, 


dés lors, Vhypothése de la convergence de la série 2 | A, | entraine 


non seulement que le cercle C est bien le cercle de convergence 
de f(z), mais encore que f(z) admet ce cercle comme coupure (*). 


(‘) Voir les intéressants travaux de M. Pincherle et notamment son Mémoire 
Sur le calcul fonetionnel distributif (Math. Annal., t. XLIX, p. 325). Il serait 
intéressant de rapprocher les idées de M. Pincherle de celles qui sont exposées 
dans ce Livre; je le ferai peut-étre un jour; pour le moment, je renverrai sim— 
plement au Livre de M. Hadamard cité n° 70. 

(*) Voir Borer, Sur les series de polynomes et de fractions rationnelles 
( Acta mathematica, t. XXIV, p. 309). 7 

(?) Ce fait n’est pas évident a priori: dece que les a, = e?"'"? sont des poles 
de nos fractions, il ne résulte pas qwils soient des points singuliers de f(z): une 


a 


compensation pourrail en effet se produire outre le terme - et les termes 
“ 


x . J Sa ; 
provenant de poles qui tendent vers a,. Voir : Lecons sur les fonctions mono- 
génes dune variable complexe, p. 56-37. 
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L’étoile A relative a f(z) se réduit donc alaire du cercle C, et il 
semble que la transformation en série de polynomes ne puisse 
donner rien de plus que la série de Taylor. Posons cependant 


PRLO) | en (7U) 
Yr = 4pep-; 


kn 


Gaz) = >i 19? 2°; 
0 


(4) f(z) => Gale): 


Nous allons voir que, si l’on choisit convenablement les 
nombres An, cette derniére série convergera en des points exté- 
rieurs au cercle C. 

Dans ce but, marquons sur le cercle C tous les points erniny2. 
considérons chacun de ces points comme le milieu d’un are D, de 


v5 x 

longueur sat la somme des longueurs des arcs D, est égale a 
I I I Bu 
tT Lome Par aya ras eens << ite Tere 


c’est-a-dire inférieure a la longueur totale de la circonférence; il 
y a donc sur la circonférence une infinité de points n’appartenant 
a aucun de ces arcs ('). Soit M lun de ces points; nous allons 
prouver que l’on peut choisir les A, tels que, si l'on prolonge le 
rayon OM au dela de M, la série (4) converge absolument sur 
toute la demi-droite D ainsi obtenue. Elle converge, de plus, 
uniformément sur tout segment fint de cette droite, et sa 
somme est d’ailleurs égale a celle de la série (3). 

Pour démontrer cette proposition, tragons un cercle I ayant 
pour centre lorigine et pour rayon un nombre quelconque R>1; 
nous démontrerons la convergence absolue et uniforme de la 


(') Cette proposition peut paraitre évidente; on en trouvera une démonstra- 
tion rigoureuse dans mes premieres Lecons sur la théorie des fonctions, p. 41-43. 
On peut montrer aussi qu’il y a sur tout are de la circonférence une infinité 
non dénombrable de points qui n’appartiennent qu’a un nombre limité des seg— 
ments D,,. Ceux de ses points qui ne coincident avec le milieu d’aucun des arcs D,, 
ont la méme propriété que le point M du texte. 


BN Sia Rial thts Oe Ae ee RE aR NT eee 


= 
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\ 
série\ (4) sur la portion 6 de la demi-droite D intérieure a ce 


cercle. 

Considérons V’aire A’ définie ‘de la maniére suivante : soient A,. 
A, les demi-droites dont les points ont respectivement pour argu- 
ments\ 


Jig. 16 bis. 
(Aj, = aire hachurée). 


Soient P et P, les points d’intersection de ces demi-droites 
avec C, Q et Q, leurs points d’intersection avec [. Tragons un 
cercle y tangent a A et A, en P et P,; soit « celui des arcs PP, 
de y qui est inférieur 47; soit B celui des arcs QQ, de I qui est 
supérieur 4 7. L’aire A}, que nous voulons définir est délimitée 
par la droite PQ, arc B, la droite Q,P,, Pare . La série 


T 


Roeeee 


=), &m(4) 
0 


étant absolument et uniformément convergente a l’intérieur de Aj, 
il existe un nombre M, tel que !’on ait, quel que soit z 4) intérieur 
de Aj, 


S| ga(4)|< Mn. 
0 
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Nous choisirons les nombres A,, de telle mamiére que la série 


D1 An |My 


sit conyvergente ; il suffira par exemple de prendre 


M, 


| \alS n2 


Considérons maintenant la série 


i A 
0) Pep 
Z— e2tiny 2 
; : 
que l’on peut écrire 
fan x a B 
6) joey = 
I — Ze 2TH 2 
en posant 
Be en 2miny/ 2. 


On a, d’ailleurs, 


Chacun des termes de la série (3') peut étre développé, comme 


» de sorte que |’on peut écrire 


Os 
fom 2} m=n 

(3) F(2) = Bl Dan (se2e?) 
Wat mo 


Tout revient 4 démontrer que l’on peut intervertir l’ordre des 


sommations dans la série double; or, il est manifeste que, lorsque z 


est situé sur le segment 6, le point se°*"V? estintérieur a laire A’ 


et que l’on a, par suite, 


> | sm (z e—2niny 2 ) | << M, 4 


m=0 


Il en résulte que la série 


r=n MmM=0 


Simi] S 


n=1 m=0 


. KF. 
2m (ge—2Riny 2 ) | 


{ ’ 


obtenue en remplagant dans-(5) chaque terme par sa 


valeur 
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absolue, est convergente, puisque la série 
=|B,| Mn 


Vest; done la série double (5) est absolument convergente et l’on 
peut écrire 


WD 


J(4) = >) > LBS gh ge—2niny 3?) 


m=0 n=! 


ou, en posant 


8 

. /= 

» Siow BP arf oan 
Bn &m (ze zOUU iy 2) ee Giese 


n=1 


f(s) — Gm(z). 


Nous laisserons a nos lecteurs le soin de démontrer que les poly- 
nomes G,,(z) coincident avec ceux qui ont été définis au n° 82, 
et aussi que la convergence est uniforme. Ces démonstrations ne 
présentent aucune difficulté; on les trouvera d’ailleurs dans notre 
Mémoire Sur les séries de polynomes et de fractions ration- 
nelles (Acta Math. t. XXIV, p. 309). Nous devons aussi 
renyoyer 4 ce Mémoire pour les conséquences de la proposition 
précédente au point de vue de la théorie générale des fonctions 
analytiques, conséquences ¢trangéres a notre sujet actuel. 


Les développements de M. Mittag-Leffler 
et la théorie générale des séries divergentes. — Conclusions. 


83. Nous donnerons le nom pénérique de développements de 
Mittag-Leffler, ou, pour abréger, de développements (M), a 
tous les développements dont nous venons de démontrer l’exis- 
tence et qui convergent dans toute I’étoile A. Dvailleurs, lorsque 
Yon parlera d'un développement (M), il faudra évidemment sup- 
poser que l’on a fait choix d’un développement bien déterminé, 
qui restera le méme dans tout le raisonnement; ce développement 
pourra d’ailleurs étre choisi arbitrairement’ parmi linfinité de 
développements (M) possibles. 

La proposition qui termine le paragraphe précédent entraine la 
conséquence suivante : Un développement (M) est toujours, pour 


BOREL ET BOULIGAND 14 
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un choix convenable de la fonction f(z), convergent en dehors 
de l’étoile A qui correspond a cette fonction. Par conséquent 
Vemploi des développements (M), qui semblait au premier abord 
ne pouvoir rien donner de plus que la théorie du prolongement 
analytique, conduit a certains résultats dans des cas ot cette 
théorie n’est pas applicable : cet emploi se rattache par la a la 
theorte des series divergentes. 

En effet, les procédés qui permettent seulement de sommer des 
séries divergentes dont la somme serait fournie aisément par la 
théorie du prolongement analytique (voir n° 62) ne peuvent étre 
considérés comme constituant une véritable théorie des séries 
divergentes; ce sont simplement des transformations plus ou 
moins élégantes de la théorie du prolongement analytique; telles 
sont les théories développées dans le Chapitre V; tel est aussi le 
théoréme de Mittag-Leffler, sous sa forme primitive. D’ailleurs 
ces transformations peuvent étre de la plus erande importance 
dans les applications; mais, au point de vue de la théorie géné- 
rale des fonctions, elles ne sauraient nous apprendre rien de plus 
que la théorie dont elles sont issues. 

Il n’en est pas de méme des méthodes qui permettent soit d’ob- 
tenir la somme d’une série de Taylor a rayon de convergence fini 
dans une direction suivant laquelle le prolongement analytique 
est impossible; soit d’ubtenir, dans une région quelconque, la 
somme d’une série de Taylor a rayon de convergence nul. 

Nous avons déja vu que les développements de Mittag-Leffler 
permettent d’atteindre le premier de ces résultats; ils permettent 
aussi d’atteindre le second. 

Soit 


une série de fractions rationnelles; nous supposons que les ap sont 
des nombres positifs qui tendent vers zéro lorsque n augmente 
indéfiniment. 

Les a, étant donnés, il est évidemment possible de choisir 
les A, de maniére que la série J(%) et toutes ses dérivées con- 
vergent pour 5 = 0; il suffit de supposer, par exemple 


Aca | eters 


Fe Foe 
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Les A, étant ainsi choisis, désignons. par J'?)(0) la valeur que 
prend la série f‘?)(z) lorsqu’on y fait s = o et posons 


_ Fr): 


Uu 
P 1 
P: 


La série’ 


; Si (4) = Up t+ Uy 2 -+ Uy B24 Ug z3+... 
sera, en général ('), divergente. Plagons-nous dans le cas ou elle 
est effectivement et formons le développement (M) correspondant 


hi (4) Ss G,(Z), 


5 kn 
Gri Ch) Up a. 
0 


On peut choisir les nombres Ay de telle maniére que ce déve- 
loppement (M) converge dans tout le plan, sauf pour les valeurs 
réelles négatives de z; ilest alors, en chaque point, égal a la 
série f(z). 

Cette proposition se démontre trés aisément, par des considé- 
rations tout a fait semblables a celles qui terminent le paragraphe 
précédent; il est donc inutile de détailler ici cette démonstration 
qui ne nous apprendrait rien de nouveau; nous renverrons au 
Mémoire cité les lecteurs qui préféreront ne pas la reconstituer 

-eux-mémes. 

83 bis. La théorie des développements-(M) permet donc de 
sommer des séries divergentes, d’une maniére indépendante de 
la théorie du développement analytique; peut-on en conclure 
quelle constitue une véritable théorie des séries divergentes, 
susceptible, a ce titre, d’applications ? 

Nous avons déja insisté a diverses reprises sur l’importance 
qu'il y a, lorsque l’on considére plusieurs séries divergentes, a 
pouvoir les combiner entre elles par voie d’addition et de multi- 


(1) Cest-a-dire si les a, et les A, sont guelconques. D’une maniére plus pré- 
cise, il est possible, les a, étant donnés, de déterminer des nombres A,,, satisfai- 
sant aux inégalités précédentes et tels que la série f,(2) soit divergente. Ce 
résultat, aisé a établir, suffit pour juslifier toutes nos considérations sur f(z) 


etnies). 
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plication; & pouvoir aussi, si les termes sont fonctions dune 
variable, les différentier et les intégrer. 

Or, il est clair qu’au sujet des développements (M), on peut 
énoncer le théoréme suivant : 


Sotent 
(1) Sf (4) = Up + US + Un 3?+..., 
(2) PN CVI oe Sel) en 
deux séries de Taylor a rayon de convergence fint; soit z= =, 


un point lel que le segment qui le joint a l’origine ne renferme 
aucun des points singuliers de ces deux fonctions; on pose 


(3) Le ea UO 


P oe) 
y 2(/) <2 ( 
(4) Bh = ep Cos 


les constantes ci ayant le méme sens que plus haut; puis 


p=0 


et l’on considére les deux développements (M), 


(5) F (40) = es. 
0 
(6) : &(%) =>, Gy(Zo). 
0 
Ona 
() Ff (40) $(40) = > Ha(so); 
0 
en posant 
p=ky 
Ha) = Syne, 
p=90 
(8) gr) coe Wy cy”, 
(9) Wp = Un Pp + Uy Op—4 + Uy Ppa +... Up Vo. 


Les formules (3) et (4) permettent d’ailleurs d’exprimer les Pp 
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au moyen seulement des «%, des BY” et des ci qui sont des 
données fondamentales heey ts question. On eer aisément 


avec (3), (4): (8) et (9): 


(10) 1 = pl OB + af BR +. + a0 BY. 

La formule (7) donne done l’expression du produit des deux 
séries (M) (5) et (6) au moyen seulement des coefficients de ces 
séries. On peut dire que la formule (10) est la formule fonda- 
mentale (') de multiplication des fonctions (M) définies par 
les constantes Ch 

La proposition qui a été énoncée exprime que cette formule est 
applicable dans un cas déterminé; cette proposition est d’ailleurs 
évidente : car la fonction f(z) g9(z) n’admettant pas d’autres 
points singuliers que ceux de f(z) et de g(z), le développe- 
ment (M) ireyondan ace produit converge pour z= 29, ce 
qui donne la formule (7). 

Mais la question importante serait de savoir sila régle de mul- 
tiplication qui vient d’étre formulée peut s’étendre a d’autres cas 
qu’a celui-ci, ou elle est a peu prés inutile pour les raisons méme 
qui la rendent évidente. 

I] ne serait pas malaisé de démontrer que, sil’on considére deux 


séries f(z) et g(s) définies par des séries de fractions rationnelles 


et ayant, soit les propriétés de la série étudiée n° 82 dis, soit les 
propriétés de la série signalée a la fin du n° 83, la régle de multi- 
plication s’applique a ces séries sur toute droite sur laquelle on 
sait démontrer leur convergence uniforme. 

Mais ici encore on se trouve en présence de fonctions définies 
autrement que par les séries divergentes, et dont il est aisé d’ob- 


(1) Il n’y a pas a s’arréter au cas ou, dans cette formule, cy est nul pour cer- 
taines valeurs de n et de p; pour ces valeurs as), BOY, oe sont aussi nuls. 
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tenir le produit directement, en multipliant entre elles les deux 
séries de fractions rationnelles. 

Ce qui serait nécessaire, ce serait de prouyer que, si l'on a deux 
séries divergentes dont on ne connait pas l’origine, et que l’on 
peut sommer en les transformant en développements.(M), sans que 
la théorie du prolongement analytique permette de rendre compte 
de ce fait, la régle de multiplication s’applique a ces séries. Il fau- 
drait, tout au moins, montrer qu’il en est ainsi dans des cas étendus 
a définir d’une maniére précise. 

Tant qu’on n’aura pas démontré cette proposition ('), da théorte 
des développements (M) ne sera pas une théorte des series diver- 
gentes. En effet, ce qu'on doit demander a une théorie des séries 
divergentes, c’est d’abord d’attribuer une somme a des séries qui 
n’en ayaient point; or, toutes les séries que permet de sommer la 
théorie des développements (M) ont une somme déja connue, soit 
par la théorie du prolongement analytique, soit par le calcul direct 
des séries de fractions rationnelles qui ont fourni la série diver- 
gente. ; 

De plus, une théorie des séries divergentes doit permettre, par 
des calculs effectués sur de telles séries, de démontrer des résultats 
qui, énoncés ensuite indépendamment de toute introduction de 
séries divergentes, constituent des propositions rigoureuses, se 
rattachant a des théories classiques. Tels sont les résultats obtenus 
dans les Chapitres I, I, III, relativement a l’application aux équa- 
tions différentielles de trois théories des séries divergentes : la 
théorie de H. Poincaré, la théorie de Stieltjes généralisée, et la 
théorie des séries absolument sommables. 

Or, pour que ces applications soient possibles, il est nécessaire, 
comme H. Poincaré a été le premier ale montrer pour les séries 
asympltotiques, que les régles du calcul puissent étre appliquées 
aux séries divergentes éludiées; nous avons vu qu’il n’en est pas 
ainsi pour les développements (M), sauf dans les cas o¥ il est plus 
commode de se passer de l’intermédiaire des séries divergentes. 

Ainsi, la théorie des développements (M) ne constitue pas 
actuellement une théorie des séries divergentes. Nous avons 


ry 


(*) Nous laissons de cdté, pour abréger, les propositions analogues relatives 
Vintégration et a la différentiation, — 
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cependant tenu a donner 4 cette théorie une large place dans ce 
Livre, car nous espérons fermement qu’au prix peut-étre de 
quelques restrictions et de quelques modifications, n’en altérant 
pas le caractére essentiel, on pourra en déduire une théorie géné- 
rale des séries divergentes. 

Aussi, ne faudrait-il pas croire que les remarques précédentes 
soient inspirées par le désir de diminuer l’importance de la théorie 
des développements de M. Mittag-Leffler; nul plus que moi n’est 
persuadé de cette importance; ces remarques sont destinées, au 
contraire, a proyoquer des recherches de nature a augmenter 
encore la place, déja és considérable, que cette théorie nouvelle 
occupe dans la théorie des fonctions. 

Tl est en effet bien probable que, le jour ou l'on serait arrivé a 
déduire, de la théorie des séries de M. Mittag-Leffler, une théorie 
générale des séries divergentes, cette théorie générale aurait la 
plus grande influence sur les progrés de |’Analyse dans diverses 
directions. Elle comprendrait d’ailleurs, vraisemblablement, comme 
eas particuliers, les diverses théories des séries divergentes que 
nous avons développées ou esquissées dans ce Livre; ces théories 
paruculiéres disparaitraient alors, fondues dans la théorie géné- 
rale. 

Leur étude n’aurait cependant pas été inutile, car c’est le plus 
souvent l'étude approfondie des cas particuliers simples qui met 
sur la voie de la méthode a suivre pour traiter les cas les plus 
genéraux. 


CHAPITRE VI (APPENDICE). 


LE DEVELOPPEMENT MODERNE DE LA THEORIE 
DES. SERIES DIVERGENTES. 


84. Il nous a été impossible, au cours de la rédaction de cet 
Ouvrage, de mentionner beaucoup de travaux importants, suscités 
par les recherches de M. Emile Borel et par ses beaux résultats. 
Pour mesurer l’influence qu'il a exercée, il suffit de consulter 
VOuvrage de M. Lloyd L. Smail, intitulé History and Synopsis 
of the Theory of summable infinite Processes et publié par 
l'Université d’Orégon (féyrier 1925), ot Pauteur analyse les prin- 
cipaux Mémoires consacrés aux séries et aux intégrales diver- 
gentes depuis 1880 jusqu’a 1923. A partir de 1895,date d’appa- 
rition de la premiére Note de M. Emile Borel sur ce sujet 
(sommation par les fonctions entiéres et notamment par e”), 
on constate un énorme accroissement des productions consacrées 
a la sommabilité. 

Nous allons essayer ici de combler trés briévement quelques 
lacunes : nous nous bornerons souvent a énoncer les résultats 
d'importance essentielle, en renvoyant, pour les démonstrations, 
aux Mémoires originaux. Pour bien délimiter notre sujet, nous 
nous en tiendrons au probléme des séries divergentes, en laissant 
de cété des sujets connexes et notamment l’étude des intégrales 
divergentes (a ce propos, voir les indications des exercices 13, 
14, 45). 


85. Le principe des facteurs de convergence. — Au cours du 
Chapitre Hi, en abordant létude des procédés de sommation, 
nous avons insisté sur le fait suivant : a cété du principe des 
moyennes, qui a joué dans notre exposé un réle prépondérant, on 
peut faire appel a d’autres processus sommatoires : nous avons cité 
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notamment le principe des facteurs de convergence (n° 34) ('). 
On peut y rattacher un grand nombre de travaux dont nous ayons 
parlé. En fait, le parti que M. Le Roy a tiré de ce principe, au 
début de son Mémoire des Annales de Toulouse (1900), était 
bien de nature 4 encourager de telles recherches. 


C-) 


Considérons d’abord la progression géométrique >) 5”. Posons 
0 


tae . WHE Sit) 
Gilz)= Si ier 8 i ee 


0 


si ¢ a une valeur positive inféricure a l’unité, on, voit par la for- 
mule de Stirling que G;(z) est une fonction entiére, a laquelle on 


(") Ce principe nest d’ailleurs qu’un cas particulier de la convention générale 
suivante, énoncée explicitement par M. G. Hardy : supposons que l’expression 


lim [ lim o(a, xy] 


iO x=6 


ait un sens, et que sa valeur soit A; dans le cas oti l’expression 


n’a pas de sens (bien que le crochet soit défini), nous conviendrons de dire que 
X est sa limite géneéralisee. 


EXxEMPLeES: 1° Soit la série 1—1-+1—1-+.... Substituons a la variable y, qui 
tendait vers 8, un entier 7 croissant indéfiniment, et posons 


@) A (CD) See SE psa (EO ne 
Nous avons 


: I 
lim: 9, (2) = li 5 
n= I+ rwa=11+2% 2 


dot 


Nous posons, suivant la convention de G. Hardy 


wis 


lim pen lim #,(@)] = 
2=2 r= 

On pourrait répéter ce qui précéde chaque fois qu’une fonction f(x) continue 
et bien déterminée en un point de son cercie de convergence, donne naissance a 
une série indéterminée en ce point. Or, on voit précisément que 1, xv, 2, ..., 
xz", ... jouent précisément, a cette occasion, le role de facteurs de convergence. 
On généraliserait facilement. 

2° On peut rattacher a ce méme ordre d’idées Ja méthode intégrale de M. Borel. 
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peut aussi donner par un calcul immédiat (ow n’intervient que la 
définition classique de la fonction ’), la forme 


2 


G;(z) Eve e—rt+2x! dar. 


i 


On démontre alors facilement que dans Vétoile rectiligne de la 


fonction prise relativement au point 0, c’est-a-dire dans le 


i 2% 
plan armé d’une coupure suivant la demi-droite (1, + 00) de Paxe 
réel, ona : 


lim Gz) =— 


t= 4) Le 


b 


la convergence étant uniforme dans tout domaine fini du plan de 


Elle consiste en effet a définir la somme de la série Lu, par Vintégrale 


ce u,a u,a* ua? 
(1) f en(u AS 4 s +...) da 
; . I To reste} 
1. 
= lm lim ve e“U, (a) da |; 
3 L=0 n=,/4 
ou l’on pose 
u,, 4 
U,(a) =uy+ + aoe 


Or, en intervertissant les limites, nous obtiendrons 


14 a 
(2) lim | tm le 6-2 (a) au | = lim fee e-*U (a) au | ) 
rn=0 Le) 0 n=o 0 


ce qui nous raméne, sous le crochet, 4 la somme des n premiers termes de la 
série donnée; donc inversement en partant de cette somme, la faisant précéder 
du symbole lim, ce qui nous donne le premier membre de (2), i! nous suffira 


n=o2 
d’effectuer l’interversion des limites pour retrouver l’intégrale de M. Borel. 
Plus généralement, soit 9(@) une fonction monotone positive, lorsque a croit 
de o 4 + , telle que toutes les intégrales 


ef g(a)a"da 
we () 


solent conyergentes. On pourra appeler, avec M. Bromwich, somme généralisée 


de la série Zu, l’expression 
fC tald sar da 
0 ( 0 Cy 


(Chap. XI de POuvrage : An introduction to the theory of infinite series, 
London, Mac Millan, 1908). 


ie 
= 
=< 
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la variable z, tel que la distance d’un de ses points a la demi- dr oite 
précédente ait une borne inférieure non nulle. 
I] suffit alors de reprendre un raisonnement employé au n° 82 


en une série de 


pour établir la possibilité de développer 
polynomes uniformément convergente dans tout domaine du genre 
indiqué. En outre, en vertu du processus distributif qui, par l’in- 
termédiaire de lintégrale de Cauchy, permet de passer de la fonc- 


tion —— a une fonction analytique quelconque, on parvient avec 


M. Le Roy au résultat suivant : 


> ; Deane “a f 
Etant donnée la fonction f(s) == Do 2” holomorphe autour 


0 
de Vorigine, l’expression 


Sr lt+y, 
P(n +1) 


ait 
Ans 


représente pour t positif et moindre que l’unité, une fonction 
entiére de zs. Lorsque t tend vers 1, cette fonction entiére tend 
uniformément vers f(z) dans tout domaine fini tel que la dis- 
tance de l'un de ses points a la frontiére de l’étoile rectiligne 
de f(%) (prise relativement au point 0), reste supérieure a wn 
nombre fixe. 
Ainsi, grace a introduction des facteurs de convergence 
Vint+1) 


Goren 


M. Le Roy retrouve, par un raisonnement simple et directement 
inspiré des idées de M. Borel (Chap. V), le théoréme de Mittag- 
Leffler. On voit que la sommation de M. Le Roy, pour une série 
quelconque, consistera a wae (‘) 


lim | lim SE GeeD) 
t=1-] rn=0 T(n 1) 


(1) Cette définition est bien encore le résultat d’une interversion de limites. 
On peut montrer directement que la somme au sens de M. Le Roy coincide avec 
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86. On était done conduit, d’une maniére naturelle, a se poser 
des questions d’un type général, s’apparentant a celles que nous 
avons examincées déja, a propos du principe des moyennes (n° 42 
et suivants). Citons les suivantes : 


1° Comment faudra-t-il choisir les facteurs de convergence 
pour ¢tre assuré que la condition de permanence est satisfaite ? 
S’il en est ainsi, nous dirons encore que nous avons une méthode 
réguliére de sommation, 

2° A supposer qu’on ait deux procédés de sommation réguliers, 
provenant chacun d’une suite particuliére de facteurs de conver- 
gence, a quelle condition ces procédés seront-ils concordants? 


Voici la réponse que M. Oscar Perron a proposée en 1920, dans 
un article de la Mathematische Zeitschrift (*), ala premiére de 
ces questions : 


Soit la suite de fonctions ®)(%);@,(7), . ~., (2). =. gar 
satisfont aux deur hypotheses suivantes : 


(A) finan Dy (C7) 1, 
IE 0 
(P) 3 Yl Oye) = Pw) SM, 
0 


ou Mest un nombre indépendant de x. Alors, si Yan converge 


0 


fee ~~ = , j ria oes 
ela pour somme S, la série ¥\a,®, (x) converge également, et 


0 
sa somme W(x) tend vers S quand x tend vers ow. 


En effet, au moyen de la transformation d’Abel, nous pouvons 


écrire 
n n 

(1) > a, Dy (a) = > [Py (aw) — D1 (x) ]Sy-+ Onur (x) Sp; 
0 0 


Vintégrale de M. Borel, la ot elle existe; mais quand on applique les deux 
méthodes aux séries entiéres, il est bien évident qu’il y a coincidence & V’inté- 
ricur du polygone de sommabilité. Pour la comparaison directe, voi) Bromwicn 
(loc. cit.), London, Mac Millan, 1908. 

(‘) Tome VI, p, 286-310 (voir la note complémentaire p. 250), 
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en vertu de (B), la série 2[®,— ®,,,] est absolument conver- 
gente, et puisque les S, ont une limite, il en sera de méme de la 
série au second membre de (1); (B) exige en outre que ®,,; (2) 
tende vers une fonction limite, et par suite, la convergence de la 
série La,@, est établie. 

Reste a montrer que sa somme tend bien yers S pour & infini. 
La relation (1) peut en effet s’écrire 


n n n 


>, a, D,( x) =e (,— P,.4)5,+ Sp %—»> (P,— 41) 


0 0 0 x 


en passant a la limite lorsque 7m croit indéfiniment, il vient alors 
Ps) 
W(@) as Sd +>) (P, Te P44 ) (ya S IE 
0 


Le théoréme sera établi si nous prouyons que la série au second 
membre tend vers zéro quand x tend vers x». Or, cette série peut 


s’écrire 


(2) >) (B= bv) (Sv— 8) +) (= B41) (81S); 
0 


n-+1 


étant donné ¢ positif arbitraire, on peut déterminer n de maniére 
que vy > 7 entraine 


BS yO boon 


et alors, en vertu de (B), le second terme de (2) sera moindre en 
€ : pres eas eae 
valeur absolue que —, quel que soit x. Ayant ainsi déterminé n, 
on peut, d’aprés (A), prendre x assez grand pour que le premier 
‘ i r. Wate: Sai€ oo fw 
terme soit lui-méme inféricur, en module, a 57 ce qui démontre le 


théoréme. 
86 bis. Notamment, si nous ayons quel que soit » 
0S P41 (%) S$ Py (aw) <1, 


Ja condition (B) sera toujours satisfaite. Il en sera précisément 
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ainsi, dans les exemples suivants, proposés par M. Oscar Perron. 


I. On prend 


pour Vera, 
D(a) = x 


a) pour y 25 


Il est facile de voir qu’on obtient la sommabilité (C, 1). On peut 
d’ailleurs retrouver dans cette méme voie la sommabilité (C, ’) ('). 


If. On prend 
Dy (2) = (=) (Due SsS= = =H an pie 


on retrouve ainsi le théoréme classique de continuité d’Abel 
comme cas particulier du précédent. — 


If. On pose, en désignant par & et 0 deux constantes positives, 


I Si td 
b(¢) [ ent ght dt, 
MO) = Tee By. 
dou 
s=[ (Sigtay at; 
v=0 


on obtient ainsi un mode de sommation qui englobe la sommation 
exponentielle, sous sa forme intégrale (faites k =d=1), et la 


sommation de M. Le Roy, page 147 (0= 1). 


IV. On prend 


4 
DY) = 
»(x) fey 
d’ou 
. a 
S= lim |a+a, — + Ay +... t+ an: Saray ie 
v= e +1 v+ 2 e+n 


(‘) &) (x) étant pris égal 4 1, on posera 


a — TT w— 2 zo 
a+k—-1%#+k—2 x2+k—y 
DY) (z)'= 


0 pour ae OP 
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V. On prend, en désignant par / une constante positive, E 


a+ v+yv—I 
= . = Oh SIT SRE, y2 5) 
Bites ®; ig is EE at k+1 eke v1 (v21) 
etlona 
Sian I ee ER all Nadia Ee 
Ba 0 rary an Feeney AY earey SEE) 
ne “2(a +1)(x%+ 2) is | 
*(@+k)\(a+k+i)(ce+k+2) : 


VI. Soit f(x) une fonction qui croit de o 41 quand x croit de o 
a + co. Soit {9,} une suite décroissante qui tend vers zéro. Nous 


pourrons prendre 
Dy (x) = f(0y2) 
et 
S = lim ay f (0,2). 


r= 
0 


VU. Enfin, on peut noter que, si k désigne un exposant positif 


quelconque, il est toujours permis de substituer a l'une des précé- 


dentes suites { ®,(z)}, la suite de terme général 
[P(x)]', 


par exemple, en appliquant cette transformation a l’exemple I, on 


n. 


définira la limite généralisée de ya par la limite de l’expression 


0 


5 I k 2 k ee ME 
Oj 2s (Vise) pS Gee eat ane 
n+1I nes n+1 


ce qui nous conduit a un cas particulier de la méthode de 
M. M. Riesz, dont nous parlerons un peu plus loin, et qui équi- 
vault a la sommation (C, 4). 


87. Examinons maintenant la seconde question posée au début 
du numéro précédent, celle de la concordance des résultats 
obtenus en prenant différentes suites de facteurs de convergence. 
Ul est clair qu’en toute généralité, elle doit se trancher par la néga- 
tive. C’est ce que nous avons vu dés I’Introduction de ce Livre, 
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lorsque nous avons mis en opposition les deux relations 


: [— a2" 2 i I 
te, lim = 
vat I— 2" mr Pasi eget 2 


et remarqué que les développements tayloriens des deux membres 
se réduisent l'un et l’autre, pour la valeur. = 1, a la série d’Kuler. 
Dans ce cas, en modifiant les facteurs de convergence, on modifie 
done la limite. 

Pour donner une condition, a la fois simple et générale, de con- 
cordance des différentes méthodes, M. Perron adopte le point de 
vue auquel nous nous sommes placés au n° 43 bis, c’est-a-dire il 
cherche ce que donnent les divers procédés appliqués a la pro- 
gression géométrique 

T+u+uUu%+,... 


Une suite de facteurs sera considérée comme canonique ('), si 
Yona 


a 


mS, I 
lim Siw Py(z2)= : 


LS 0 Tne: 
0 


L’un des théorémes de M. Le Roy (n° 85) exprime justement que 


ses facteurs 
P(nt+1) : x 
SSS ou f= 
(n+ 1) U-+1 


forment une suite canonique. Plus généralement, M. O. Perron 
établit qu’il en est de méme dans chacun des exemples cités. Il 
montre en outre qu'une suite sera canonique si les deux limites 


r) 


a? 
: $ a) 
lim ay By, et lim > Ay Py +» 
oo ao} ren 
0 


0 


partout ou elles existent, sont égales quel que soit p. Si cette con- 
dition est remplie, nous aurons en effet 


) aN n 


: =) : 
(a9) lim uY®, } = lim . Ww Pyep | 
reo rae y 


0 0 7 


(t) M. O. Perron sesert du qualificatif bestandig. 
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ou 


C) 


I+ u+...+ u?-1+ (u?—1) lim SY why —07 
(Xi == 
0 


d’ou l’on déduit que les deux membres de (4) sont bien égaux 
K I 
Ce 


88. Il n’y a qu’une différence de forme entre la sommation par 
les moyennes et la sommation par les facteurs de convergence. 

Nous avons indiqué comment la premiére se rattache a la théorie 
des substitutions linéaires portant sur une suite infinie de variables. 
Il en est de méme de la seconde, car lorsque nous posons 


wo n 
S = lim yo ®,(v) | = lim > Sv(by— 41) 
crosses, OO xr=n 
0 0 
la forme méme de cette derniére expression nous invite a consi- 
dérer la suite indéfinie de formules 


oe =>) Sy[®,(m) — ®y44(m)], 
5 : 


ce qui confirme notre assertion, Ceci nous explique la raison des 
liens trés étroits, qui nous ont été révélés par les exemples du 
n° 86 bis, entre le principe des facteurs de convergence et le prin- 
cipe des moyennes. 

Renvoyons pour étude approfondie de ces substituuons 
linéaires infinies et de leurs applications, au Mémoire déja cité 
(dont nous avons déja une idée assez précise par les raisonne- 
ments présentés au cours du Chapitre III), de M. J. Schur 
(p- 114), ainsi qu’aux travaux suivants, dont nous empruntons 


les citations al’Ouvrage bibliographique de M. Lloyd L. Smail (') : 


(') Profitons de cette occasion pour citer quelques travaux importants de cet 
auteur : 

Some generalisations in the theory of summable divergent series (Disserta- 
tion, Columbia, 1913); A general method of summation of divergent series 
(Annals of Math., t. 20, 1918, p. 149-154); Elements of the theory of infinite 
Processes (New-York, Me Gray Hill Book €?,- 1923). 
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O. Torpiitz, Ueber allgemeine lineare Mittelbindungen (Prace mat. 
ee 7 22, 1911, pe Lid-t0g,). 

_ SILVERMANN, On the notion of summability for the limit of a fune- 
tion of a continuous variable (Trans. Amer. Math. Soc., 17, 1916, 
p. 284-294). 

Hurwitz et L. Sittvermann, On the consistency and equivalence of cer- 
tain definitions of summability (Trans. Amer. Math. Soc., 18, 1917, 
p- 1-20). 

G. James, Some theorems on the summation of divergent series (Dis- 
sertation, Columbia, 1917); On the theory of summability (Annals 
of Math., 1921, p. 120-127). 

T. Kosima, On generalized Toeplits’s theorems on limit and their 
Applications (Tohoku Math. Journ., 12, 1917, p. 291-326). 

A.-D. CarmIcHAEL, General aspects of the theory of summable series 
(Bull. Amer. Math. Soc., 23, 198, p. 97-131). 

F. Hausporrr, Summationsmethoden and Momentfolgen, 1 et JI, 
(Math. Zeitschrift, 9, 1921). 

W. Hurwitz, Report on Topics in the theory of divergent series, 
(Bull. American Math. Soc., 28, 1922, p. 17-36). 

K. Knopp, Ueber das Eulersche Summierungsverfahren (Math. Zeits- 
chrift, 15, 1922, p. 226-253). 


89. Nous sommes loin d’avoir épuisé tout ce qu'il y aurait a 
dire au sujet des facteurs de convergence. Certains auteurs se 
sont préoccupés d’étendre leur application aux séries doubles. 
Nous citerons notamment : 


CG. N. Moore, Sur les facteurs de convergence dans les séries doubles et 
sur la série double de Fourier (Comptes rendus, 155, 1952, 126-129) 
On convergence factors in double series and the double Roukeeee Ss 
series (Trans. Amer. Math. Soc., 14, 1913, p. 73-104). 


Indiquons encore ce genre de questions : on sait qu'une série 
est sommable (C, £) (ou plus généralement, par un processus 
déterminé); quelles conditions doit-on imposer a une suite de 
facteurs de convergence pour que la somme qu’elle assigne a la 
série coincide avec sa somme relative au procédé indiqué? 

Nous répondrons a celte question en citant un théoréme de 
M. Bromwich ('), dont des cas particuliers avaient été antérieure- 


ment obtenus par MM. Moore, Hardy et Fejér. 


(1) On the limits of certain infinite series and integrals (Math. Ann., t. 65, 
1908, p. 350-369). 
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Soient Xa, la série donnée et »,(x) nos facteurs de conver- 
gence. Introduisons les différences : 


A bn = On— Pn44, 


Pen = Vn — 2On41+ Pr+e, 


dont la premiére s’est introduite naturellement dans la démonstra- 
tion du théoréme de M. Perron, of nous supposions la conyer- 
gence de la série Zaz, c’est-a-dire la sommabilité (C, 0) : pour des 
sommabilités du genre (C, #), en désignant ici par & un entier et 


en remplacant les a, en fonction des Si 


7,7 MOUS serons amenés a 


itérer & fois la transformation d’Abel, c¢’est-a-dire a intro- 
duire A‘+',. Cela posé, le théoréme de M. Bromwich s’énonce 
ainsi: Si La, est sommable (C, k) avec la somme 8S, et si Von a 


oo) 


> nk | Ak+4 9, | < M (indépendante de z), 
0 . 
lim nto,=0, 


na=n 


lim Cn int (210); 


w= 90 


n 


hints ‘Sa! Sats 
la série Yann converge pour x positif et sa somme S(a) tend 
0 


vers S lorsque x tend vers zéro. 
Il est clair que le théoréme de régularité de M. Oscar Perron 
est un cas particulier du précédent. 


90. Les séries de Dirichlet et la méthode de M. M. Riesz. — 
Fn analysant le Mémoire de M. O. Perron, nous avons déja men- 


tionné un cas particulier important du procédé de sommation de 
: n 


M. M. Riesz. Il consiste a définir la limite généralisée de Sia, 
0 
comme la limite ordinaire (lorsqu’elle existe) de l’expression 


ek Wee ae ee 
ay) + a, (1 — “+ a, {I— +... + ap (I— ; 
r+ TE 4 m-+- 1 


en désignant par & une constante positive, ou encore comme la 
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op (w) 


were 


limite pour. infini (et > 0) de l’expression en posant 
oj:( ) => ai(w—t)f, 


i<o 


M. M. Riesz a montré en 1911 que la sommabilité ainsi définie 
en dépendance de l’indice 4, équivaut a la sommabilité (C, 4). 
Pour la démonstration, nous renverrons le lecteur aux travaux de 
ce géométre ou al’Ouvrage de Hobson (t. Il, p. go et suivantes). 
Remarquons seulement que, les procédés a comparer étant 
réguliers, leur équivalence sera établie si l’on démontre le résultat 
suivant : 

i (w) 


ae) oh 
Quand l’une des quantités — et —j— 
nv ie) 


tend vers zéro, il en est 
de méme de l’autre. 

C’est justement ce que nous admettrons ici. 

Indiquons maintenant comment M. Riesz a été conduit a géné- 
raliser. Différentes questions, par exemple la théorie des nombres 
premiers, ont amené les géométres a s’occuper des séries de 
Dirichlet, c’est-a-dire des séries de la forme 


20 


ak 
» Ane rns, 


1 


ous est une variable réelle ou complexe, et ot les A, forment une 
suite croissante a termes tous positifs tendant vers + oo. Les coef- 
ficients @ sont quelconques. On dit que toutes les séries attachées 
4 une méme suite Ay, appartiennent au type Ay. Par exemple, en 
posant ze’, on raméne une série entiére en z au type 27. 
Donnons quelques bréves indications sur les séries de Dirichlet : 
nous les emprunterons au fascicule 17 du Mémorial des Sciences 
Mathématiques, rédigé par M. G, Valiron. 
Posons, comme on le fait d’habitude, 


S=o- tt. 


Lorsque la série converge (convergence simple), pour une cer- 
taine valeur so, on déduit de la transformation d’Abel qu’elle 
converge également pour toute valeur s telle que ¢ >a». On est 
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ainsi conduit a la notion d’une abscisse remarquable C, appelée 
abscisse de convergence simple, telle que la série converge dans 
le demi-plan ¢ >C. On a donc une analogie avec la théorie des 
séries entiéres, puisqu’en posant e-*=z, un cercle |z|= const. 
est remplacé dans le plan ¢+ c¢ par une droite ¢= const. ('). 
Mais cette analogie ne saurait étre poussée plus loin (sans hypo- 
theses complémentaires). En général, la convergence absolue 
dune série de Dirichlet n’a lieu qu’a partir d’une certaine 
abscisse A qui surpasse C, dans le demi-plan ¢>A (dans le cas des 
séries de type n, nous sommes ramenés aux séries entéres, 
gonesA == @). (2); 

Sila série converge pour s», on démontre quelle converge uni- 
formément a l’intérieur de l’angle défini par les inégalités 


5 — 520, |s — s)|<H(s—a,), 


H étant un nombre positif arbitrairement grand. Sa somme a I’in- 


‘térieur du domaine de convergence est done une fonction analy- 


tique f(s) (*). En outre, a Vintérieur de langle précédent, la 
fonction f(s) tend vers zéro comme une exponentielle, car on 


(1) Nous écartons le cas ol C serait égal a + ~. 
log 
ie 

(?) Notons que contrairement & ce qui a lieu pour la série de Taylor, la 
droite o = C ne contient pas nécessairement de point singulier de cette fonction. 
Voici un exemple que nous empruntons au fascicule déja cité de M. G. Valiron: 
soit une suite wu, de nombres positifs indéfiniment croissants; adjoignons-leur des 


nombres positifs <, tels que la série 


(7) Plus généralement ona A=C lorsque tend yers zéro. 


Uos Uys —UieS 


SNCH arate, ere ates CNet I mista, C 


—Uns 


Siarerers 


converge quel que soit s. Considérons maintenant la nouvelle série de Dirichlet 
e Yos Prot Eo)s Gms 


Sie Yas pet S)S os 4G —=(Un-+En)s 


Ke 
eit 1) thas? 


e Sta eine 

il suffit d’y grouper les termes de rangs 2 et 22 -+1 et d’appliquer la formule 
des accroissements finis, pour voir quelle représente une fonction entiére; cette 
fonction n’a donc pas de singularité a distance finie et cependant il est manifeste 
que l’abscisse de convergence est ici CG=o. On peut supposer en particulier 
que A est lui-méme nul, il suffit de supposer a cet effet que logn:u, tende 
vers zéro. Ceci montre la différence profonde entre les séries de Dirichlet géné- 
rales et les séries entiéres. 


230 CHAPITRE VI (APPENDICE). 
peut écrire 
Sf (8) = es (ay + ages + ay es) $4. .), 
le second facteur ne pouvant s’annuler au dela d’une certaine dis- 
: ; ; : 
tance du sommet, on en conelut que f(s) n’a qu'un nombre fini 


de zéros dans cet angle. Puisque la différence de deux séries de 
Dirichlet en est une autre, il s’ensuit qu’une série de cette nature, 


conyergente pour o > C, ne peut représenter zéro dans une por- - 


tion de ce demi-plan que si tous ses coefficients sont nuls : il est 
donc impossible de représenter la méme fonction analytique par 
deux développements de Dirichlet distincts. 

Sea BE premiers résultats sur la pessibilité de prolonger. f(s) au dela 
de la région de convergence par sommabilité, ont été publiées 
presque simultanément par MM. H. Bohr, G. Hardy et M. Riesz : 
étudiant principalement les séries du type logn, c’est-a-dire de la 
forme» se ils ont établi que la région dans laquelle elles jouissent 


de la sommabilité (C, £) est encore un demi-plan ¢ > gx ('). Don- 
nons a k les valeurs entiéres successives 1, 2, 3,.... Nous aurons 
une suite décroissante de nombres négatifs 7,;, g2, ..., Gp, tels 
que pour ¢ > cp, il y ait sommabilité (C, 7) (nous écartons le cas 


(') Un exemple souvent cité est celui de la série 


laquelle est convergenle pour o> 0, divergente pour oo (le terme général ne 
q 8 E $ P = $s 

tendant plus vers’ zéro). Soit une valeur —a+i8 de s (ot @ est un nombre 
positif). Pour o >— a, on peut démontrer, avec Chapman (Proc. London Math. 


Society, vol. 9, 1911, p. 397), que la série en question jouit de la sommabi-~ 


lité (C, «). Au point de vue pratique, il suffit de retenir que si 7 désigne un 
entier, il y aura sommabilité (C, 7) dans le demi-plan s>~r. On en conclut a 
Ja possibilité de prolonger analytiquement f(s) dans tout le plan; comme il n’y 
a pas de point singulier a distance finie, cette fonction f(s) est donc entiére. Si 
Yon remarque que la fonction €(s) de Riemann est liée a f(s) par Videntité 
facile a vérifier 


c(s)(1— 3) == fi (Sin a *]_onepose io =PE), 


s 


on déduira trés facilement de ce qui précéde la nature analytique de C(s); vores - 


le résultat : 


I . Pane 
C(s)— peek fonction enticre de s. 
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ou ces nombres seraient tous nuls). Si lime,——o, la série 


n=8 


représente une fonction entiére. Sinon, les c, tendent vers une 
valeur négative — yx. Sa somme est alors une fonction analytique 


pour ¢ >’ — a. 


91. Pour passer a des séries de Dirichlet générales, c’est-a-dire 
d’un type A, quelconque, M. M. Riesz aeu Vidée simple et féconde 
dutiliser des processus de sommation dont la loi met en jeu la 
suite des A,. C’est ainsi qu'il a considéré les expressions (') 


(a) Seve (:—*2)' 


<o 


(6) >» ape ps (I = ehp-w )k 


4,<o@ , 


ChE 0i)5 


dans les cas ov elles admettent des limites, on a une notion nou- 
velle de la limite généralisée de la somme 


y ap emAps, 


Nous allons dire quelques mots des deux procédés de sommation 
ainsi introduits : nous les distinguerons en les appelant respecti- 


vement : 
(@) sommation (An, 4), 
(b) sommation (en, k), 


ce qui unifie d’ailleurs la notation. LH est clair qu’en revenant a 
des séries purement numériques Xu,, les deux opérations qui 
consistent a chercher (si elles existent), les limites des expressions 


(a) Yoli-zy, 
se Delos) ° 


(1) Cf. Vauiron, loc. cit., p. 33. 
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sontidentiques a la substitution prés de la suite fern! 4 la suite |An}, 
en passant de (a) a (6) (*). 

Montrons comment ces notions se rattachent a d’autres déja 
rencontrées : 

1° Pour prolonger les séries de Dirichlet du type hi, = lon, 
nous avons eu recours A la méthode de sommation de Cesaro. 
Mais, d’aprés ce que nous avons vu, celle-ci équivaut a prendre la 
limite de 


k k 
os Up (2) ou de > Up (:— 2.) : 


logp<w <n+1 ~ 


La méthode de sommation de Cesaro équivaut donc a la sommabi- 
lité (n, &) de Riesz. 

2° La sommation (A,,1) de Riesz utilise, lorsqu’elle existe, la 
limite de expression 


My ho F An 
Ug + Uy, WE eee + U2 Be Se odo Ua ar x ’ 
Slate n . N7U 


laquelle peut s’écrire 


Sot e1S1+ CoSo+... enSn 


ne noon eon 
en posant ci=);,,— A;, de sorte que la série positive 2c; est 
divergente. Donc la sommation (A,, 1) se raméne a la sommation 
par les séries divergentes. 

Ces rapprochements ont amené MM. Riesz et Hardy a étudier 
comparativement les procédés de sommation (An, 4’), en générali- 
sant les résultats simples obtenus soit pour A,=7, soit pour k=1. 

1° Pour une méme suite },, donnons a Vexposant deux valeurs 
positives distinctes k et k’, si k'>k, on démontre que la somma- 
bilité (A,, A) entraine la sommabilité (An, k’) avec égalité des 
sommes. Ce n’est 1a qu’un cas particulier d’un théoréme général, 
complétant exemple VII d’application du théoréme de M. Oscar 


(*) Désignons par o(h) la fonction égale 4 S, = ut u,+...+ u, dans l'inter- 
valle (A,_1,A,,), la limite de l’expression (@) peut étre remplacée par celle de 
expression 

ke 


(3) k 
we 


[ o(A) (@ — A)! Ad, 


) 
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Perron (n° 86) : soit la suite de fonctions positives {®,(a)} qui, 
pour x fixe, décroissent avec v, et dont chacune tend vers 1 


nr 


quand & tend vers +. Si la série >) u, ®, (2) est convergente et 
0 
si sa somme tend vers une limite pour ~ infini, il en est de méme 


na 


de la somme de la série >) u,| P(x) }'*4, en appelant A une cons- 
0 
tante positive, et il y a égalité des limites; dans le cas qui nous 


cae rape k’ 
intéresse spécialement, nous aurons 1+ = a 


2° Pour une méme valeur de 4, on peut considérer deux suites 
distinctes {A,} et |v, ;, et donner des conditions suffisantes pour 
que la sommabilité (A, 4) entraine la sommabilité (y.,, k) avec la 
méme somme. Nous renverrons pour cette partie du sujet a un 
Mémoire de M. G. Hardy : The second Theorem of consistency 
for summable_ series (Proceedings London Mathematical 
Society, 2° série, t. 15, 1915, p. 72-88) ('). 

3° Au point de vue formel, le produit de deux séries de Diri- 
chlet 


fay An e~Mn8, &(s) Sey by e-dps, 


est une série de Dirichlet de type v,,, les v,, étant des ‘nombres 
= a rangés par ordre croissant (au cas ou plusieurs couples n, 
p donneraient laméme somme Anh, = Vm, le coefficient de e—’"* 
est la somme 2a, bp étendue a ces couples de nombres). Dans le 
cas ou les deux séries possédent un domaine de convergence 
absolue commun o >a», la série produit converge elle-méme 
absolument dans ce domaine et a pour valeur f(s) g(s). Cela posé 
revenons aux séries numériques. On peut prouver que si les 
séries Lu, et Xv, sont sommables (An, &) et (A), A‘), la série pro- 
duit sera sommable (v,, + A'+-1), sa somme étant égale au 
produit des sommes des deux premiéres (*). 

Nous n’insisterons pas davantage sur cetle théorie qui conduit, 
pour les séries de Dirichlet, a définir un demi-plan de sommabi- 


(‘) Voir également le fascicule cité de M. Valiron, vers la fin de la page 33. 
(7) Vauiron, loc. cit., p. 34% voir également l’Ouvrage de Riesz et Hardy Sur 
les séries de Dirichlet (Cambridge Mathematical Tracts, 1915). 


234 CHAPITRE VI (APPENDICE). 


lité, qui est le méme pour la sommation (Aq, /) et pour la somma-. 
tion (e, k). 

Remarquons en terminant que, pour le type n, l’abscisse de 
sommabilité n’est pas distincte de l’abscisse de convergence. Plus 
généralement, cela a lieu lorsque la loi de croissance des A, est 
suffisamment rapide; par exemple, ce résultat est acquis lorsque 


Anwt 


An 


le rapport reste supérieur a un nombre fixe, surpassant 


Vunité. 


92. Les séries de facultés, Vintégrale de Laplace-A bel et la 
sommation exponentielle de M. Borel. — Dans cette revue 
rapide des progrés récents de la théorie des séries divergentes, 
nous n’ayons pu qu’effleurer les séries de Dirichlet, et il nous a 
fallu délaisser les applications des procédés sommatoires a des 
classes spéciales de séries : séries trigonométriques (‘), séries de 
Laplace et de Legendre (?), séries de fonctions de Bessel (°), séries 
de fonctions orthogonales quelconques (*). 

_ Revenant au point de vue de la sommation des séries entiéres a 
rayon de convergence nul, nous allons nous occuper des séries de 


la forme 
+ © 

vy : ; Cha in| 

(1) eS ee ee (z2+n) 
n=0 


auxquelles on donne le nom de séries de faculiés (faculté étant ici 
synonyme de factoriclle). Ces séries, dont le domaine de conver- 
gence est encore un demi-plan ®(z)>« (*), qui convergent 


(1) Voir le Chapitre VIIL du Tome If du Traité de M. Hobson. 

(*?) Rendic. Palermo, t. 32, 1910, et t. 33, sg11 (articles de MM. A. Haar, 
H. Weyl, M. Plancherel); Math. Annalen, t. 74, 1913 (deux articles de M. T 
H Gronwall); Math. Zeitschrift, t. 14, 1922 (articles de MM. E. Kogbeliantz 
et Lukacz). 

(*) Trans. Amer Math. Society, t. 10, 1909 et t. 21, 1920 (articles de 
M. C. Moore). 

(4) Math. Ann., t. 67, 1908 (article de M. H. Weyl); Bull. Amer. Math. Soc., 
t, 25, 1919 (article de M. C. Moore). 

(°) En supprimant le premier terme et multipliant par z, on peut se ramener 
a l’étude de la série Y) CR Pence M. Landau a démontré que 


YM | 
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dailleurs uniformément dans chaque denii-plan R(z) Sale, 
et qui ne font correspondre a une F(z) déterminée qu’un seul 
développement, représentent en effet des fonctions de l’espéce 
étudiée par M. Borel, lesquelles donnent naissance a des séries 
de puissances divergentes, fournissant leur expression asympto- 


tique dans un certain angle, et sommables dans cet angle par la 
méthode exponentielle. 


Lorigine de ce rapprochement réside dans la possibilité d’ex- 
primer I*(s) au moyen d’une intégrale de Laplace-Abel 


f 


(2) F(z) =f e-2% f (x) dz, 
intégrale a laquelle on peut d’ailleurs rattacher celle dont M. Borel 
s’est servi (‘). 


93. Les intégrales de la forme (2) (qui a la substitution prés 
d’une intégration 4 une sommation discréte, sont de la méme 
famille que les séries de Dirichlet), ont été trés étudiées et appli- 
quées a lintégration des équations différentielles linéaires (?). 
Représentons par R(z) la partie réelle de z. Toute intégrale de 
cette forme converge dans un demi-plan R(z)>«. ll suffit, 
pour le voir, de montrer que s’il y a convergence pour une valeur 
3, de z, il y a encore convergence pour chaque valeur z, + /h telle 
que la partie réelle de h soit positive. Or, si l’on pose 

l 


lsat; b= fi ehefetor f(a) da} 


(0) 


cette série converge dans le méme demi-plan que la série de Dirichlet associée 


a 


ms 


heed 2? 

n= 
bien entendu, l’on enléye de ce demi-plan ceux des points —1,—2,... quwils 
pourraient contenir et qui sont des péles simples de la fonction F(z). Pour les 
démonstrations, nous renyoyons au Chapitre VI de l’Ouvrage, récemment paru 
dans cette collection, de M. Norlund (Lecons sur les séries d’interpolation, 
rédigées par M. René Lagrange n** 81 et suivants). 

(1) Cf. Mirrac-Lerrirer, C. R. Ac. Se., t, 135, p. 937 et t. 136, p. 537, Dans Ja 
seconde Note citée, ’auteur rattache les intégrales de M. Le Roy a une forme 
généralisée de l’intégrale de Laplace. 

(2) Voir Picard, Lraité d’Analyse, t. III, 2° édition, rg08, p. 394 et suiv. 
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une intégration par parties donne 
is 
9 (z+ h, t= eto (ay, th f e-hxo( go, x) dx; 


0 


en faisant croitre 7 indéfiniment, on a done 


ie} i} 


[ e-tothix« f(x) dx=h i. et 9( Zo, £) dx. 
ey Af 
Les fonctions F(z), représentables par l’intégrale de Laplace, 

forment une classe particuliére d’ou sont notamment exclues les 
fonctions admettant, a l’exemple de sinks une infinité de racines 
réelles en progression arithmétique. En effet, a supposer qu’une 
telle fonction puisse s’exprimer par une intégrale de Laplace, en 
appelant s) une premiére racine, / la raison, on aurait quel que 
soit entier m 


io) 


if e-Mhk 9( By, ) dx = 0, 
0 


d’ou en posant e—hr — ¢ 


1 
logt 
fe gn-1 (20, = “ ) dt =o. 


S250 


Or si une intégrale du type 


1 
ee w o(t)dt 
0 


est nulle quel que soit |’entier p, il en sera de méme de l’intégrale 
At 
f Peele) de, 
na) 


quel que soit le polynome P(¢), et puisque o(¢) peut étre obtenue 
comme la limite, uniformément atteinte, d’une suite de polynomes, 


nons aurons 
1 


ae [¢(t)]2 dt = 0, 


donc si 9(¢) est continue, on a 9(¢) =o pour oS¢<1, ce qui 
démontre le résultat annoncé. On voit en méme temps que la 
représentation annoncée, lorsqu’elle existe, est nécessairement 
unique. 


i 
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La remarque précédente (‘) donne un intérét spécial au théo- 
réme suivant (Norlund, Séries d’interpolation, n° 87) : 


Soit une fonction analytique (2) qui, dans le demi-plan 
R(z)2B >0, 
soit partout holomorphe, et puisse se mettre sous la forme 


a , pz) 
=aa == yoyo) 
Ve ZB 


la fonction v-(z) restant bornée dans le domaine précédent. On 


' peut représenter cette fonction au moyen de lintégrale de 


Laplace. 


En effet, soit C le contour constitué par une demi-circonférence 


et son diamétre, dont les extrémités sont les nombres conjugués 
B—iR et B+7R, 


Nous aurons, en intégrant le long de c, dans le sens direct 


ea fee. 
Cc 


u— Zs 


(1) Ces considérations sont empruntées A un cours de M. Emile Picard, 


CHAPITRE vI Sa erer 


- Lorsque R croit indéfiniment, P intégrale étenduea ia demi- 
_ férence tend vers zéro et il reste : 
Rigrest he b(u)du 
BON ri eee 
B-i 


ta 


Mais nous avons Rwy< R(z )s done 


6 ao 
= ai at FS ICO RLES 


BOS Te 


fe ‘dou en portant dans Pexpression précédente de @(z) et interve 
_tissant l’ordre des intégrations MopseGon que, nos s hypothes 
Sp _ rendent légitime) e ) 


 @(z) -[ oe f(z) der, 


ie 
faye ao ene d (w) du 


2t 


sto 


Notons, Pou UNIES: plus loin, qu’en See ae v= 3 ae es Vin 
grale (2 ») peut s’écrire ie 


fa= 8 


wef et fo oe mg dy ie : 
= 10 Sit 
Bio ; : rf 
as &(w) du. 


. 


(t) Cette légimité est immédiate pour le terme a, a cause de Ja apne 


gence absolue; elle se présente comme le résultat dun calcul ‘(que gauss S 
? 


T 
Be orperons pas ici) pour Ie terme en —- 


& 


a7 


‘ 


A ee 


% 
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94. Ces résultats s’appliquent notamment aux fonctions définies 
par les séries de facultés. Car on établit aisément (voir ?Ouvrage 
cité de M. Norlund) qu’une telle fonction est bien de la forme 
p.( Zz) 


Ze 


a 

@(z) = = + ) 
y.(z) étant holomorphe et bornée pour R(z)28, chaque fois 
que 6 est un nombre positif surpassant l’abscisse de convergence 
de la série donnée. Done les fonctions définies par les séries de 
facultés sont représentables par une intégrale de Laplace-Abel, ou 
par une intégrale équivalente de la forme (t’). Il importe d’ob- 
server que la fonction 9(¢) mise en jeu n’est pas quelconque : en 
portant dans (2) la valeur 


ea) 


<1 Qy ns 
ake) > B(SZ+1)(Z2+2)...05+ ny? 
0 


on démontre qu’on obtient pour 9(¢) le développement 
(3) ¢(t) =D) an(t— 0)", 
0 


convergent pour toute valeur positive de ¢ inférieure a l’unité ('). 
II s’ensuit que la fonction ¢(¢) est holomorphe dans le cercle 


J¢—1{[ <1. 


On montre méme que la fonction 9(¢) est d’ordre fini sur la cir- 
conférence, au sens de M. Hadamard, ce qui revient a dire: si l’on 
considére une suite de fonctions commengant par o(¢) et dont 
chacune soit la primitive de la précédente, les fonctions de cette 
suite a partir d’un certain rang seront finies et a écart fini sur le 
cercle de convergence (7). Cela équivaut d’ailleurs a affirmer qu’il 


(1) Sa convergence est une conséquence du fait qu’on peut légitimer, pour 
o<t<1, lintégration terme a terme. 
(*) Une fonction F(9) de Vabscisse angulaire 6 d’un point sur un cercle est a 


écart fini sur ce cercle si les intégrales 
ne | cosm9F (5) do, m f sinmoF(9) ab 


restent inférieures en valeur absolue a un nombre fini (indépendant de m), quel 
que soit l’arc du cercle de convergence (pouyant comprendre la totalité de ce 
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. aie . . a 
existe un nombre positif p tel que, la suite des quantités — est 


bornée. 
Réciproquement, on démontre que toute intégrale de la 
forme (1), ot g(t) est une fonction holomorphe dans le cercle 


|¢—1|=1, 


et'd’ordre fini sur ce cercle, est représentable par une série de 
facultés, qu’on obtient en remplagant 9(¢) dans (1’) par son déve- 
loppement (3) et intégrant terme a terme. 
1 
95. Suivons toujours M. Noérlund et posons maintenant ¢ = oe 
avec w >1. Au cercle |& —1|<1 correspond un domaine délimité 
par la courbe | t@—1|=1, laquelle est une courbe fermée, offrant 


a l’origine un point anguleux, admettant l’axe réel comme axe de 
symétrie, et le point 2° comme sommet. Cette courbe est tout 


Fig. 18. 
entiére 4 l’intérieur du cercle |¢—1|= . Il s’ensuit que la fone- 
1 
tion o(:*) sera holomorphe dans le cercle |— —1|=1 et sur sa 


eirconférence, l’origine étant exceptée. D’une maniére plus géné- 
rale, supposons que la fonction 9(¢) soit holomorphe a l’intérieur 


cercle) auquel on les étend. L’ordre est d’ailleurs susceptible d'une définition 
précise ct dans les cas (comme celui-ci) ok le rayon du cercle de convergence est 


ah . — Lia 
Junité, s’exprime par 1+ lim bln | 
m=o . Lm 


oe ee ee 
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j 
d'un secteur circulaire de sommet 0, comprenant le segment 


OSES; 


dangle au sommet arbitraire, et de rayon >1, et de plus qu’il 
existe un nombre x non négatif tel qu’on ait, a l’intérieur de ce 
secteur et d’une maniére uniforme, 


lim ¢* 9(t) =0; 
t=0 


dés lors, on pourra toujours prendre le nombre positif » suffisam- 


1 
ment grand pour que »() soit holomorphe dans le cercle 
at ese 


et sur sa circonférence, l’origine exceptée, avec un ordre fini et 
positif en ce point (‘). Dans ces conditions, la réciproque admise 
au n° 94 nous apprend que l’intégrale 


F(2)= Lf eo alee) a, 


est représentable par une série de facultés, relativement a la 


. POA x: . P 
variable a c’est-a-dire par un développement de la forme 


C) 


(4) i> ann! wr 


Z(3+W)(B+2w)...(Z+Nnw)’ 


qui converge au moins pour R(z) >x (ce que nous admettrons 
ici). Il est clair que, si ce développement est possible pour une 
valeur ©» de w, il le sera pour toute valeur », dépassant «9. 

fin revenant de la variable ¢ ala variable x, on est amené avec 
M. Norlund a la proposition suivante (doc. cit., n° 97) : 

Pour qu’une fonction F(z) puisse étre représentée par une série 


(1) Le degré d’infinitude de la fonction au point singulier n’est pas en général 
égal a lordre (Cf. Hapamarp et MANDELBROJT, loc. cit., Chap. V, p. 84 et suiv.) 
Mais, sil’on a pris pour x le plus petit nombre positif tel que lim ¢*o(¢) = 0; ou 

t=30 


: x 1 ! 
ce qui revient au méme, tel que lim sa o( Eo) = 0, l’ordre de Ata) sur la cir- 
=0 


, t ‘ % H) are 
conférence |€ —1|=1ne pourra dépasser — de plus d’une unité, 
w@ 
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de facultés de la forme (4), il faut et il suffit qu’il existe un 
nombre x assurant la réalisation des conditions ci-dessous : 


1° F(z) peut s’écrire @ + Blea y-(z) étant holomorphe et 


bornée dans le demi-plan R(z) 2% > 0; 
2° F(z) doit étre telle que la fonction 


%+1ln 
(5) fas f exz F(z) dz, 


QUT : 
%—t wo 


soit holomorphe dans la bande ABCD figurée ci-dessous [bande qui 
est l'image dans le plan de la variable x du secteur circulaire pré- 


Fig. 19. 


cédent du plan (¢), lorsqu’on effectue la transformation ¢ = e—*| 
et satisfasse uniformément, dans cette bande, a la condition 
Diane 7 ((0r)\h=—= 10: 
xr=+0 
Moyennant quoi, en prenant  suffisamment grand, le dévelop- 
pement (4) sera toujours possible. 


96. Mais il nous hate d’arriver au point qui, dans cette ques- 
tion, nous intéresse le plus particuliérement. La fonction F(z) 
définie par la série (4) est en général singuliére a Vinfini. Dans ce 


; ; , I : 
cas, son développement suivant les puissances de z est divergent; 


mais il représente asymptotiquement cetle fonction dans le 
domaine de convergence de la série. En effet, considérons l’ex- 
pression de F(z) au moyen de f(s) 


2. 


(6) Eos k= rf (PN PN ae 


<p) 


ayo. 7 J ann! wr : 
= He 
ee) B(Z+o).. (a+ nw) 


Rnr(4); { 


LUT 


K+iw a 
I 
(2)= Sot ay G _ pesuie}: +... aati e20ay, +. a eX2Ryn(z) dz. ~ 
2 : X—i# eons 


é tv: aoe. 
= Th, (ewer) AS poe Fy ene Rp( 2) dz, 


Gra ho Tv! wet 
B(s-+o).. [e+(n-+no] 


See = 


' aa Von déduit facilement que (27 R (ez) | reste Rae: le long 
ab la droite Rlz) =x. Or, quand x croit indéfiniment, le — 


rme = Get. Gas a done, pour toutes ies dérivées def (2), en 


lim aoe: CD Gre le teh 


x= oO 


grer par parties et nous ehucuitons 


Fs Se £0) ee eines I poca : 


gritt Lagi el 


‘ Hone apres (8) 


| feet (a) | < Celete)x, 


co 


e long de la droite d’intégration, le terme résiduel est donc dela 


Cb 
ght [R(2) —xzx—e] 
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en appelant 9 une quantité dont le module est inférieur a l’unité, 
D’ou finalement 


(aj SOLO L((0) 


os) Sn eA erry Claes 


Nn tendant vers zéro avec ate qui établit le résultat annoncé. 


Gy 

Done F(z) donne disenee d'une série de puissances partout 
divergente (en général), dont on pourra faire usage en la trans- 
formant en une série de facultés. Le calcul, indiqué déja par Sur- 


ling, n’offre aucune difficulté, il s’agit seulement d’identifier 
8) ) 8 
Co C4 C4 ay a,w a, 2! w? 


+ S++... = 4 
BS i B(z+ WwW) g(a Ew) (20) 


b) 


ce qui conduit ala résolution d’un systéme d’équations linéaires 
dans lequel les inconnues se déterminent de proche en proche. 
« Cest peut-étre la, dit M. Noérlund (/oc. cit.), la meilleure 
méthode de sommation, surtout lorsqu’il s’agit d’un calcul numé- 
rique de F(z) pour les trés grandes valeurs de z, car la série de 
facultés converge alors rapidement, quand on choisit » convena- 
blement ». Une étude approfondie de la série asymptotique (g) a 
été faite par MM. G. Watson et F. Nevannlina ('). 


97. Mais il y a plus. L’expression (g) montre encore que la 
valeur conférée a la série 


par la série de facultés résultant du calcul précédent, coincide 
avec celle que donne la méthode exponentielle de M. Borel. En 
effet, pour appliquer cette derniére, nous devons former la fonc- 


tion associée 

i) 
&. 

2! 


Cc 
JF (B= Cp ais 


elle réussira si la fonction f(a) est holomorphe dans une région 


(1) NEVANNLINA, Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen (Thése, Hel- 
singfors, 1918). — Warson, A theory of asymptotic series (Phil. Trans. royal. 
Soc. London, série A, t. 211, 1911); The transformation of asymptotic series 
(Rendic. di Palermo, t. 34, 1912). 


REE eran wate NTE DN (re 


eR Soe 
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infinie comprenant l’axe des nombres positifs et si l’on a unifor- 
mément dans cette région, quel que soit l’entier p 

lim e—*x f'P)(x) = 0, 

cro 
x désignant un certain nombre positif. La somme de la série est 
alors, par définition, . 


Fa)=3 f <«r($) da, 


a 
ou, en posant = = 2, 
F(z) =f e—2 f(x) dx. 
0 


En résumé, nons arrivons avec M. Noérlund a l’importante con- 
clusion que voici : 


Les fonctions F(z) développables en séries de facultés de la 
forme (4) sidentifient avec celles qui donnent natssance a des 
séries de puissances ; 


des ts 
absolument et untformément sommables au sens de M. Borel. 


Notons d’ailleurs qu’on a appliqué avec succés les séries de 
facultés a l’intégration d’équations différentielles algébriques. 
Nous renverrons sur ce sujet aux travaux de M. J. Horn (Math. 
Annalen, t. T1, 1911; Math. Zeitschrift, t. 8, 1920, et t. 24, 


1924). 


98. Les fonctions quasi-analytiques et les séries divergentes. 
— M. Borel a appelé quasi-analytique toute fonction de la variable 
réelle 2, non développable en une série de Taylor convergente, 
bien que déterminée par sa valeur et celles de ses dérivées succes- 
sives en un point. Pendant longtemps, observe M. Denjoy a qui 
cette théorie doit des progrés décisifs, M. Borel a été le seul a 
concevoir l’existence de pareilles fonctions. Nous avons vu au 
Chapitre V comment, par les séries (M), il était parvenu a pro- 
longer une fonction analytique telle que 


Daler 2 
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sur un ensemble de demi-droites partout denses en direction, et 
extérieures a la circonférence portant les singularités ax, circon- 
férence qui joue le réle de coupure essentielle pour la fonction au 
point de vue de Weierstrass. 

M. Denjoy a réussi a libérer les recherches sur les fonetions 
quasi-analytiques de considérations relatives aux variables com- 
plexes. Voici son théoréme fondamental (') : 


Si f(x) est une fonction de variable réelle, définie dans 
Vintervalle (a, b), et y possédant des dérivées de tous ordres, 
et st, M, étant le maximum de [fr (x)| dans (a, b), la série 


Lon, 


est divergente, la fonction f(x) est éntiérement déterminée 
dans (a, b) par sa valeur et celles de ses dérivées en un point 
de cet tntervalle. 


Ce résultat fait date (?): Cauchy avait nettement apercu qu'une 
fonction de variable réelle n’est pas déterminée par la donnée en 
un point de sa valeur et de celles de ses dérivées; par sa théorie 
du prolongement analytique, Weierstrass avait indiqué un cas 
étendu ou f(x) est définie par les conditions qui précédent, celui 
ou les valeurs successives des dérivées pour # = x, font converger 
la série de Taylor. Longtemps, on a pensé que cette condition 
suffisante était en méme temps nécessaire. M. Denjoy, par la pro- 
position précédente, a dissipé toute équivoque et confirmé avec 
éclat les idées que M. Borel avait développées, depuis sa premiére 
Note publiée aux Comptes rendus (r2 février 1894). 

Peu de temps aprés, M. T. Carleman complétait l’eeuyre com- 
mencée par M. A. Denjoy en apportant les beaux résultats que 
son Livre (°) a rendus d’ores et déja classrques. Nous y renverrons 
le lecteur, en soulignant seulement les liens qut unissent les 
recherches sur les fonctions quasi-analytiques a l’étude de la som- 
matron des séries divergentes. 


1 


WMOEMR VAC. BSC. ts Womordecenibne bee p-. 1329. 
) Voir a a de M. Bore, tbid., p. 1431. 
3) Lecgons sur les fonctions quasi- iste aa 


( 
iy 
( 


LE DEVELOPPEMENT MODERNE DE LA THEORI£ DES SERIES DIVERGENTES. 247 


99. Lun des plus importants problémes abordés ici a eu pour 
objet la sommation des séries de Taylor 4 rayon de convergence 
nul. Cette question appartient, comme nous I’avons dit, a la classe 
des problémes d’interpolation linéaire (au sens large de cette 
expression). A ce ttre, la solution n’est déterminée que lorsqu’on 
impose aux données certaines restrictions; M. Denjoy obtient jus- 


tement une restriction de cette nature en écrivant que 
ps 
Ninn 
VMn 


diverge. Modifiant légérement les notations, nous poserons ayec 
M. Carleman la définition suivante (1) : soit {a,} une suite de 
nombres positifs indéfiniment croissants; nous dirons que f(z), 
indéfiniment dérivable dans l’intervalle (0, 1), appartient a la 
classe C,, associée a cette suite s’il existe un nombre f tel qu’on ait, 


quel que soit n, 
| Ff (x) Mee (kan)”. 


On démontre que si /, f,, f sont des fonctions de C,, il en est 
encore ainsi de f,+ /2, de f; fo et de la primitive de /; il va de 
_méme pour la dérivée si %n,,! %, demeure borné. 

Cela posé, si la série >) — est divergente, chaque fonction /(x7) 
Zn 

de C,, d’aprés le théoréme de M. Denjoy, sera déterminée par la 

connaissance des valeurs de f(x) et de ses dérivées en =o. 

D’ot ce probléme : calculer effectivement la fonction f(x) 

de Cy, connaissant cette suite de valeurs (compatible avec la 
_ définition de la classe) 


ae (1) fF) (0) = Gn iis ON lige © ioe Sees)? 


Nous allons indiquer comment M. Carleman résout ce probléme. 
Soit {8,} une suite de nombres positifs croissants, telle que Ja 


ane I . I 
série 5 diverge plus lentement que es Par exemple, en 
nr nr 


(*) Voir C. R. Ac. Sc.; t. 76, 8 janvier 1923, p. 64, et aussi le Chapitre VII de 
VOuvrage cité. 


baker i) 
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I I ; 
posant — = Un, ee ?n, on peut prendre (') 
7 nr 
Un 
Uy + Up +..-+ Un 


On = 2 


Cela posé, considérons parmi les fonctions f(#) assujetties aux 
conditions 


f(o)=Coy, f(o)=Gi,  f"(0)= G2, .-, FN (0) = Cats 


celle qui fournit le minimum de lintégrale (*) 


nin=f (ras fi 2. Ge 


BF BS n” 
soit I, ce minimum. II est clair que nous aurons 


Ona Re 


cette suite converge vers une limite finie, car en vertu de la défi- 
nition de C,, nous avons nécessairement 


(key \ & k Wr es 
<> () YS <=) Feet 
Vv==0 0 


Vou a fortiori, pour v<n, en désignant par f, (x) la fonction 
réalisant le minimum I, 


1 
a he [AY (2) pdx <s. 


(1) Cette série est bien divergente, car son terme général peut encore s’écrire 


S,, —S§ n—1 
S) 


n 


:} 


et il est toujours possible de trouver une suite croissante d’entiers k,, k,, ..., k, 
telle que lon ait Sz, > 2Sx%,_,, on en déduit la possibilité de séparer la série en 
paquets de termes (commencant respectivement par des termes de rangs k 


i> 
I 

ky, ..., k,) tels que la somme des termes de chacun de ces groupes surpasse —- 
2 


cy, Den u 
Onva dailleurs =) —— 
v 


n= n 


: la divergence de S¢, est done plus lente que celle 
de Dité,,. 

(2) Nous admettrons ici l’existence de ce minimum : voir la démonstration 
dans le Livre de M. Carleman (p, 66 et 67), elle est basée sur la résolution d’une 
équation intégrale linéaire. 
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On a en outre, pour n2v +1, la relation 
= 
FIN 2) = Cr+ fA) dy, 
0 


dou en appelant x,, 2 deux nombres quelconques de l'inter- 
valle (0, 1) et utilisant l’inégalité de Schwarz 


Efe) —sorerr=[ fo nena] <seiitce—ay 


Il résulte de la que chacune des suites 


Si (@) fro(e) ... fn(#) 
Sil@) fa(@) «+. fr(#) 
1(@) fo(@) ... fn(®) 


est formée de fonctions bornées dans leur ensemble et également 
continues. On peut donc, d’aprés un théoréme connu, trouver 


une suite d’entiers croissants r,, Ny, Nz, ... telle que la suite 
correspondante 
(3) Sn, (@) Sns(@) Sn (@) 


converge uniformément ainsi que toutes les suites dérivées vers 
une fonction f(z). Cette fonction, indéfiniment dérivable, aura 
sa dérivée d’ordre p définie comme limite des dérivées d’ordre p 
des fonctions de la suite c. Elle satisfera donc a la condition 
FPO) = Cp 
quel que soit l’entier p. 
Nous avons d’ailleurs, toujours d’aprés l’inégalité de Schwarz, 


NF) =FOOLY/ LLP a <BR 


dou lon déduit aisément, en tenant compte des conditions impo- 
sées aux f™(o), que la fonction f(x) ainsi trouyée appartient 
bien 4 la classe C,. Donc, d’aprés le théoréme de M. Denjoy, la 
suite auxiliaire des 6,, que nous avons choisie en nous conformant 
seulement a des conditions qualitatives ('), s’élimine tout calcul 


(*) Nous avons seulement indiqué un exemple de choix conforme 4 ces con- 
ditions. 


250  CHAPITRE VI (APPENDICE). — LE DEVELOPPEMENT MODERNE. ETC. 


fait et n’exerce aucune influence sur la fonction f(x) obtenue qui 
est finalement la solution commune 4a une classe infinie de pro- 
blémes de minimum, provenant des choix dé la suite {(,} 
conformes aux conditions indiquées. 

Tel est le procédé de sommation régulier que M. Carleman a 
imaginé, dans le domaine réel, pour la sommation d’une série de 
Taylor toujours divergente : la somme f(x) est déterminée en 
tant que solution d’un probléme extrémal d’ordre infini, par le 
fait d’appartenir a une classe C, quasi-analytique (‘). En revenant 
aux conventions du n° 19 bis, nous avons ainsi un type d’hypo- 
thése A‘, propre a déterminer la solution de notre probléme 
d’interpolation dans des conditions plus larges que les conditions 
classiques d’analyticité. Ges derniéres correspondent dailleurs au 
choix d’une classe C, particuliére, qu'on obtient en posant 


bn == Vn! 


Malgré Vimportance de ces considérations, nous ne pouyons 
insister davantage ici. Nous renverrons une fois encore le lecteur 
an beau Livre de M. Carleman et signalons a son attention. les 


Notes de M. Borel (Comptes rendus, t. 173, p. 1431, et t. 176, 
pCO \e2 . 


(‘) Il résulte d'une remarque faite plus haut que l’addition, la multiplication 
et Pintégration pourront s’effectuer, au sein de la classe Cy, au moyen des déve- 
loppements divergents et conformément aux processus usuels. 

(*) Voir également les n* 11, 12, 12 bts de ’Ouvrage déja cité de MM. Hadamard 
et Mandelbrojt. Dans un autre ordre didées (principe des facteurs de conver= 
gence), cilons également : Mauro PICONE, Sui metodi di sommasione delle serie, 
-Annali di Matemat., 4° série, t. IL, 1924-1925, p. 263-295. Cet important 
Mémoire, que nous avons connu trop tard pour l’analyser en détail, s’inspire du 
probleme suivant: Sachant qu’un procédé de sommation régulier, appliqué a une 
série oscillante, la laisse telle, peut-on affirmer du moins que le second intervalle 
Windétermination est intérieur au premier ? Il en est bien ainsi pour les procé— 
dés englobés par le théoréme ici démontré de M. Perron, au moins dans le cas 
particuher du n°’ 86 dis. Dans le méme esprit, l’auteur étudie la sommabilité de 
séries dont les termes sont des fonctions de certains paramétres, et résout les 
questions suivantes :continuité, dérivabilité et intégrabilité terme a terme de la 
somme ou des limites Windétermination. 


S02 


. : limite de 


= 
2 
Fy 
>> 
. 

; 
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SUR L’EFFICACITE COMPAREE DES METHODES DE SOMMATION 
PAR MOYENNES AU POINT DE VUE DU PROLONGEMENT 
ANALYTIQUE. 


Note DE M. GrorcGes BOULIGAND. 


Nous nous proposons ici d’établir ce résultat que nous avons indiqué 


sans démonstration au n° 44. 


La méthode de sommation par les fonctions entiéres permet, moyen- 
nant un choix convenable de la fonction sommatoire (1), d@effectuer 
au moins partiellement le prolongement analytique d'une série de 
Taylor (lorsque la chose est possible), et par conséquent de sortir du 
cercle de convergence. 

Par contre, tl serait vain d’attendre un tel résultat de la sommation 
par les séries divergentes, c’est-a-dire celle qui consiste a chercher la 
limite de 


i ; (c:> 0), 


lorsque %c, diverge, ou de la sommation qui consiste & prendre la 


oer Cosnt Cy Sn—-1 +. + en So 
(J 7, wa Ee PRT La pean Se 
Cot Cy +...+ Cp 
et dans laquelle rentrent les procédés de sommation de Cesaro. 
C’est ce que nous allons montrer, en reprenant les notations des n%® 43 
et suivants, oli nous avons distingué trois types de tableaux rectangulaires 


—indéfinis (3), (4) et (5), donnant naissance aux procédés sommatoires que 


nous allons avoir A comparer ici. 
Prenons d’abord le cas d’un tableau de la forme (3). Montrons qu’en 
général, pour | w|>1, on ne peut avoir a Ja fois 


(Opa Gy ao oka Cou” Cn 


(1) lim == 0; lim ———_—_——__—_._ =o, 


nao Cnt Cn—j-. +--+ C6 n=w Cot C+... + Cn 


en effet, la seconde de ces relations entrainerait la possibilité de faire cor- 


(1) Pour les modalités introduites par tel ou tel choix, voir le fascicule VII du 
Memorial des Sciences Mathematiques, Chap. Ill et IV, par M. Bunt. 
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x 


respondre A tout e positif une valeur de n a partir de laquelle on ait la 
suite indéfinie d’inégalités 


Cn Cn+k 


a AES < €, Bis Os 
Cote t+... + Cn ; ? Cot Cyt... tCn+k 


ce qui, en posant cy+ ¢,+...+ Cn = Yn peut encore s’écrire 
I I 
Yn > 5 (Yn Yn-1); alten eld Yn+tk > 7 (Yatk — Yn+k-1), 


on en déduit que l’on a, quel que soit k 
q 4g q ) 


Cn+k <Yntk < ( NE a 


[eet e 
Il en résulte que le rayon de convergence de la série entiére 


Qn(®@) = Cnt Cnr bese t+ Cotp Zit... 


est au moins égal 4 1—«. Il en est donc de méme de celui de la série ~ 
Q9( V2) SH CoH e+... + Cm x... 


et comme ¢ peut étre pris arbitrairement petit, ce rayon ne peut étre infé- 


rieur a lunité. Supposons essentiellement que — ne soit pas racine de 
u 
Péquation 
Go( xv) = 0, 


alors, la premiére de nos relations limites équiyaut a 


; | uw | 
lim SS SS BS © 
m>«o Cot Cy +... + Cm 


Elle n’est pas conciliable avec la seconde, car si nous reprenons le nombre 


positif « et la valeur particuliére n que nous lui avons fait correspondre, 
nous aurions pour m=n-+k 


Co mist Cpetaienn at Oppraie 
OP ata Casi heat Ona 


<(k+1)«. 


Or, de la relation 
| w jn+k 
hin SO 
KSs ov Qiat~ Cy = ate Cn ek 


résultetait a fortiori, en vertu de V'inégalité précédente, la relation sui- 
vante 

Be ju |& Di 

sie I+(k-+1)e | % 


qui n’a yisiblement pas lieu, la limite 'du premier membre étant infinie. 
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Done, dans l’ensemble des valeurs de wu qui ne sont pas racines de l’équa- 
tion 


“4 C2 
Cot — + — +...=0, 
Te: 
Vincompatibilité annoncée est bien établie. 


45. Un résultat analogue s’applique certainement a la sommation par 
les séries divergentes, bien qu’il paraisse difficile de l’établir avec le méme 
degré de généralité. Le théoréme 4 démontrer est que, si la série Le, est 
divergente, et si | w| surpasse l’unité, on ne peut avoir en général 

>) Ros Ce een UE 
nao Cot Ci +...+ Cp 

Remarquons d’abord que sil’on a fixé w, a supposer que la relation (10) 
soit satisfaite pour une suite {c, } déterminée, donnant naissance a une 
série divergente, elle le sera a fortiori si l’on substitue a cette suite une 
suite {¢, ¢,}, donnant naissance a une autre série divergente Le,e, et 
telle que la suite {¢, } soit non croissante. C’est la en effet une consé- 
quence du théoréme de M.G. Hardy établi au n° 42 (2°, 6), et du fait que la 
relation (10) traduit la réussite du procédé de sommation, appliqué a la 
série Su”. Donc, inversement, a supposer que la propriété en litige n’ait 
pas lieu pour la valeur uw et pour une suite {¢,} donnant une série Yc, 
divergente, elle n’aura pas lieu non plus pour les suites {k,e,} ott les kp 
sont des facteurs positifs non décroissants. I] en est encore ainsi lorsque 
cette propriété de la suite kn} n’est vérifiée qu’a partir d’un certain rang. 

Une application trés simple nous montre immédiatement la portée de 
cette remarque. Supposons tous les c, égaux a l’unité. Nous aurons alors a 
considérer l’expression 

(SE Uh se UE Seo pe ee 
n-+I 


’ 


on yoit immédiatement qu’elle est infinie. Done la relation (ro) n’aura 
jamais lieu lorsque la suite des c, sera croissante (tout au moins a partir 


“qo A - a 
d’un certain rang). 


Celte remarque va nous-suffire a établir pratiquement le résultat 
annoncé. Supposons que la suite co, cy, 2, ..., En, soit décroissante, mais 
avec une régularité suffisante pour que les suites de la forme { P(7) c,} en 
désignant par P(n) un polynome, soient monotones a partir d’un certain 
rang. Il en sera ainsi notamment de la suite {m(m—1)e, } des coefficients 
de la dérivée seconde de la fonction 


Coats C1 Enea Cp Ue 


Il est clair que ces coefficients n(m—1)c, doivent alors croitre sans 
limite, sans quoi la série des cy, serait convergente, ce qui est contraire a 
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lhypothése. On en conclut que expression 


1.2¢€,+2.3c3uU+...+ (M—1)n Cpu? 
Wye DCH 2 Caatas «et (Ma LUC 


ne peut tendre vers zéro dans aucun domaine extérieur au cercle || <1. 
A fortiori, en est-il de méme de l’expression 


1.2C,+2.3c,;U+...+(n—I1)NeC, Ur 
Coste C4 Ca es 1 en 


Se;ue 
=f" (i) (aveo f= =") ’ 


qui ale méme numérateur que la précédente et un dénominateur moins 
grand. Mais si, dans un domaine A du plan (u), la relation (2) avait 
lieu, @aprés un théoréme de M. Montel sur les suites de fonctions holo- 
_morphes possédant une limite (1), cette relation entrainerait 


Limi Cw == oO), 


no 


dans un nouveau domaine A’ obtenu en excluant du précédent un continu, 
dépourvu de points intérieurs (c’est-a dire une ligne cantorienne) et d’un 
seul tenant avec la frontiére de A; or nous venons de voir que cela est 
impossible. Il est donc bien établi que la méthode de sommation par les 
fonctions enticres posséde sur les deux autres types de méthode envisagés 
dans cette Note, un privilége incontestable au point de vue du prolonge- 
ment analylique. 


(1) Voyez Goursar, Cours d Analyse Mathématique, t. Il, 4° édition, 
p- 676, 677, 678. 


EXERCICES ET RESULTATS DIVERS. 


Par M. Georges BOULIGAND. 


I. Séries divergentes. 


1. Soient 3a, et 23, deux séries divergentes a termes positifs. Montrer 
que l’existence d’une limite pour 


ay Sot Oy Sash. st On Sn 
Hig ta tae 6 i te Oy 


entraine celle d’une limite égale pour 


PoSo+ 8, Sit. = aa Bn Sn 
Bo-+ Bit..-+ Bp 


? 


pourvu que l’on ait a la fois, en désignant par K une constante positive 


(- Srey One Sat 
Bn < Bri Bot By+... Pn aK 0 Oferta Sra 
Xn Ont Bn Sr 


oO 
o 


(Harpy, Quart. Journ. Math., t. 38, 1907, p. 269-288. ) 


2 Montrer quessi 04,05, ...., 6,,— 


.., sont inférieurs, en valeur absolue, 
a l’unité, la série 


6. 0 
O-- Se. 
2 n 
ne saurait étre sommable (C, 4) sans converger. 


(Harpy, Proc. Lond. Math. Soc., 2° série, vol. VIII, 1909, p. 301.) 


3. KEtablir le méme résultat, en supposant seulement que tous les 8,, ou 
bien surpassent —1, ou bien sont inférieurs a +1. 


(Lanpau, Prac. matematyezno-fizycznych, vol. XXI, 1910, p. 97-) 


4. On dit qu’une série Eu, est bornée (C, k) lorsque les expressions Ci 
(p. 97) sont bornées. Démontrer qu’alors, la sttie Grip converge 
pour r>k, 

(CHAPMAN, Proc. Lond. M. Soc., 2° série, vol. IX, 1911, p. 382-387.) 
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pore 
5. Montrer que la série —- + cos § + cos20+...+ cosn0 +... est som— 
2 


mable (C, k) pour chaque valeur positive de k; que sa somme est nulle, 
sauf pour les multiples de 2~; que sa sommabilité est uniforme dans l’inter - 
valle (¢, 27—e). 


6. Soit f(x) définie dans l’intervalle fermé — x, + x et de valeur absolue 
intégrable au sens de Lebesgue, dans cet intervalle. La série de Fourier 
attachée a une telle fonction est sommable (C, k) pour chaque k>o0 et sa 


I ; cee ee 
somme est — [f(@+0)+ f(x2—0)] pour chaque point de discontinuité de 


premiére espéce. 
(GronwaLt, Bull. Amer. M, Soc., t. 20, 1913, yp». 139-146. ) 


7. Soit, sur la surface d’une sphére, une fonction F(P) uniforme et de 
valeur absolue intégrable au sens de Lebesgue. La série de fonctions de 
Laplace attachée a F(P) est sommable (C, 1) et a pour somme F(P) en 
chaque point ot la fonction est continue. 

(Gronwati, Math. Annalen, t. 74, 1913, p. 213-270.) 


8. Siune série a termes bornés est sommable par le procédé exponentiel 
de Borel [c’est-a-dire lime-¢S(a@)], elle est aussi sommable (C, 1). Dans 
ce cas, le rapport S, : \/n tend vers zéro. 

(Harpy et Lirrtewoop, Palerm. Rend., t. 41, 1916, p. 36-53.) 


9. On considére la série 


el eas | ECE 


e3 
I 2! oa 


Montrer que les facteurs de convergence de l’exemple V, page 223, four- 
nissent sa somme sur le cercle unitaire (sauf au point 1) lorsqu’on prend 


k>R(A)—1. 
(Perron, loc. cit.) 


10. Trouver la région dans laquelle les facteurs de convergence 


gl 
Ph, = 
v(@+1)(@+2)...(@+%) 
permettent de sommer la série 1+ 2+ 32+-...+ 2"+.... En déduire la 


région de sommabilité qu’ils assignent a une série La, z” quelconque. 
(PErron, tbid. ) 


11. Pour toute série of les 5, sont bornées, la méthode exponentielle 
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équivaut a la recherche d'une limite pour l’expression 


So-+ (e —1)8, + (eV? e)S,+...4 (ev ev-1) §,, 


evn 
elle est donc peu efficace pour ce genre de séries. 


(Paut Levy, Bull. Soc. Math., \. 54, 1926, p. 1-25.) 


12. On adjoint a la série Za, la série 


Bag ( 


\ 


qui, pour y = 0, 5, se réduit formellement a la précédente. On la développe 
suivant les puissances de y, et l’on fait y = 0, 5 dans ce développement. 
Trouver la forme du terme général dela nouvelle série obtenue par cette 
transformation (dite d’/uler). Montrer que le procédé de sommation cor- 
respondant est régulier. Montrer que le champ de convergence, sans cesse 
croissant, de ses itérés, tend a la limite vers celui de la définition expo- 
nentielle de Borel. 
(K. Knopp, Math. Zeits., 15, 1922, p. 226-253. ) 


Il. Intégrales divergentes. 
13. On dit que l’intégrale 
| ice was 
SA 


est sommable (C, 1) lorsque l’expression 


aL al 


posséde une limite S, pour z infini. Etablir que le procédé de définition de 
cette limite généralisée est régulier. On considére Pintégrale 


y 


Fe) = f S(@) oa, 2) dx, 
a 
ot la fonction o(2, «) est telle que: 


oe 
: oO» as Weed 
ef 2|52 dz admette une borne supérieure indépendante de @ et 
Ue 
a 


de X; . 
2° x?|o| admette une borne supérieure indépendante de 2; 


3° lim o(%, 7) =1. 
a>0 
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Montrer que, dans ces conditions (satisfaites par exemple en prenant 
Ges") on 3 
lim F(a) =S. 
a>’ 


(Bromwicu, Math. Ann., t. 65, 1908, p. 350-369. ) 


14, Généralisant aux intégrales les processus de Hélder et de Cesaro, 
on pose 


hy( a) aiff Fu) du, why(x) =f hg(u) du, Bee 
0 - 0 
why a) =f hyni (i) del, 
0 
SiC) =f f(a) du, S(2) =f Solu) du, Biode 
0 0 
Si(z)= f Se-1 (4) du. 


Montrer que l’existence d’une limite pour hx( a), lorsque 2 tend vers + , 
entraine celle d’une limite égale pour k! z—*S;(a) et réciproquement. 
LanpbAau, Leipz. Ber., t. 65, 1913, p. 131-138. ) 


13. On pose 
S(2z) =| J(u) du et y= S(v) K(a, y) dz. 
0 0 
oi K(a, y) désigne une fonction positive telle que 
[ INCL yA Dele 
“0 


On considére le procédé consistant a substituer a la limite de S(z), pours 
infini, celle de s(y), pour y infini. Moyennant quelles conditions ce procédé 
est-il régulier? Montrer que ce probléme englobe celui du n® 42, si lon 
choisit convenablement les fonctions f et K (en leur autorisant des discon- 
tinuités ). 

Etudier les généralisations des cas particuliers envisagés au n° 43. 

Etudier le cas d’un noyau K(2, y) de signe quelconque, dont la valeur 
absolue admet entre a et x et par rapport a y, une intégrale bornée (indé- 
pendamment de 2): montrer que la régularité a bien lieu si K( a, y) tend 
vers zero, pour x infini, et cela uniformément dans |’ensemble des valeurs 
de y. 

SILVERMANN, Trans. Amer. Math. Soc., t. 17, 1916, p. 284-294. ) 
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